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Introduccion

En el siguiente trabajo abordamos una breve revisiéon de los modelos clasicos de patrones o
procesos puntuales espaciales. En particular, adoptaremos como objetivo fundamental la simu-
lacién de dichos modelos mediante algoritmos adecuados, que en este trabajo escribiremos en
sintaxis R.

Un proceso puntual aleatorio se puede entender como un proceso estocéstico cuyas realizacio-
nes consisten en conjuntos de puntos distribuidos aleatoriamente sobre un cierto espacio continuo.
Este tipo de procesos son especialmente ttiles en el andlisis de eventos que ocurren de forma alea-
toria en el tiempo, espacio, o bien, en el espacio y tiempo. En particular, el desarrollo de las
técnicas estadisticas para el analisis de patrones puntuales espaciales ha tenido un gran auge en
el campo de la Geoestadistica, la Epidemiologia y, en general, en el seno de las Ciencias Medio—
Ambientales. Asi se observa un extenso desarrollo de la literatura sobre modelizacién y analisis
estadistico de procesos puntuales, destacando, por ejemplo, los textos clasicos [1], [2], [3] ¥ [4].

Segun se detalla seguidamente en el esquema de los contenidos del presente Trabajo Fin de
Master (TFM), los procesos de Poisson doblemente estocasticos o procesos de Cox introducidos
por [5] que se analizardn posteriormente en este trabajo, han sido ampliamente considerados en
la modelizacion de eventos aleatorios dirigidos por factores medioambientales, aunque no se han
aplicado, dada su naturaleza, de forma extensiva a la modelizacién de esquemas de interaccién
entre puntos, que determinan la evoluciéon espacial de diferentes fendémenos fisicos o naturales
(ver, por ejemplo, [3], [6] v [7]).

De hecho, existe una gran actividad investigadora en este area, siendo multiples los trabajos
que plantean extensiones de estos modelos, por ejemplo, en el contexto de procesos marcados, o
bien, en el contexto de los procesos puntuales multivariantes. Se destaca asimismo el desarrollo de
herramientas estadisticas para la inferencia sobre este tipo de procesos en el espacio y/o tiempo,
desde una perspectiva paramétrica y no paramétrica (ver [8], [9], [10], [11], [12], entre otros).
También se han adoptado enfoques bayesianos (ver, por ejemplo [13]).

De este modo, el presente trabajo se divide en una parte tedrica donde se definen los conceptos
necesarios para entender este tipo de procesos y se recopilan algunos de los algoritmos para su
generacién o simulacion y, por otro lado, una parte mas practica donde se desarrolla en codigo R
la implementacién de dichos algoritmos.

En el Capitulo 1 introducimos el marco teérico de los modelos puntuales basdndonos prin-
cipalmente en [3, Capitulos 2,3 y 5] y [14, Capitulo 3]. Definimos y caracterizamos de forma
rigurosa este tipo de procesos, estudiando especialmente los llamados procesos de Poisson, que
por su importancia merecen una adecuada atencién, diferenciando entre homogéneos o no ho-
mogéneos segin la naturaleza del parametro intensidad. Ademads, se introducen también otros
procesos de interés como son los procesos de Cox y los procesos Clister de Poisson

En el Capitulo 2 comenzamos con un breve recordatorio sobre los métodos béasicos de si-
mulacion estocéstica de distribuciones unidimensionales, incluyendo, en particular, métodos bien
conocidos, tales como el método de la transformada inversa, aceptacion-rechazo y composicién
(ver [3], [14, Seccién 3.2] y [15, Capitulos 3-4]). A continuacion, se exponen diferentes procedi-
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mientos para la generacién de los procesos de Poisson basados fundamentalmente en la simulacién
de los tiempos aleatorios de espera entre llegadas, de llegadas, asi como en la generacion de la
distribucién condicionada a los valores de la medida puntual aleatoria de recuento.

Adicionalmente, se utilizan o aplican otras técnicas, basadas también en la generacién de
distribuciones condicionadas, en el espacio, tal es el caso de las técnicas descritas en la generaciéon
de procesos de Cox y procesos Clister de Poisson.

Finalmente, el objetivo del Capitulo 3 es implementar y aplicar en c6digo R todos las técnicas
y métodos descritos en el Capitulo 2. Comenzamos por los algoritmos mas béasicos de simulacién
hasta llegar a procedimientos més complejos para la generacién de procesos de Poisson no ho-
mogéneos o bien, procesos de Cox y procesos Cluster de Poisson. Ademads, las salidas obtenidas
mediante dicha implementaciéon permiten visualizar diferentes patrones puntuales de naturale-
za regular o aleatoria, contemplando la atracciéon entre puntos, asi como la repulsién entre los
mismos, o bien, la distribucién uniforme en el espacio o cualquier recinto bidimensional.
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Capitulo 1

Introduccién a los procesos
estocasticos puntuales

Un proceso estocastico se define generalmente, dentro de la teoria de la probabilidad, como
un conjunto o colecciéon de variables aleatorias. De este modo, la teoria de los procesos estocasti-
cos se focaliza principalmente en el estudio y modelizacién de sistemas que evolucionan a lo
largo del tiempo, o del espacio, de acuerdo a unas leyes no deterministicas, esto es, de caracter
aleatorio. Matematicamente podemos caracterizar un proceso estocastico tal y como se define
en [16, Definicién 1.19 p. 24], es decir:

Definicién 1.1 Un proceso estocastico es una coleccion de variables aleatorias {Xy(s) : t €
T,s € S}, donde T es un conjunto de indices y S es un espacio muestral comin para todas las
variables aleatorias. Para unt fijo, X¢(s) denota una dnica variable aleatoria definida en S. Para
un s € S fijo, Xi(s) corresponde a una funcion definida en T llamada realizacion estocdstica del
Proceso.

Entre los muchos posibles ejemplos de procesos estocasticos se encuentran el niimero de per-
sonas que acuden a consulta médica en un determinado intervalo de tiempo [0, 7], el precio de
un activo financiero (como puede ser la acciéon de una empresa) en un dia determinado del mes
o el ntmero de parados en un mes concreto.

Ademaés, un proceso estocastico puede ser también un conjunto de vectores aleatorios. Por
ejemplo, para dos variables aleatorias, la coleccién de los vectores aleatorios { (X} (s), X?(s)) : t €
T,s € S} es también un proceso estocastico, referido, en este caso, como proceso bidimensional o
bivariante.

Cuando se habla de procesos estocasticos, en ocasiones la variable s se omite, de forma que
las variables aleatorias se escriben como X; o X (t) y normalmente el conjunto 7" hace referencia
al tiempo.

Existen diferentes métodos y técnicas para formular y analizar modelos de procesos estocasti-
cos atendiendo a la naturaleza continua o discreta del espacio de parametros y espacio de estados.
Esta distincién determina el tipo de modelo estocastico (discreto o continuo) y las técnicas que
pueden ser usadas para estudiar las propiedades del modelo. Entre los tipos de procesos estocasti-
cos méas conocidos se incluyen los procesos de Markov de los cuales se derivan otros procesos
importantes como son los procesos de Poisson o los procesos de difusién, cada uno de ellos con
sus propiedades especificas e idéneos para modelizar diferentes tipos de fenémenos.

Este trabajo se centra fundamentalmente en un tipo de procesos estocasticos concretos: los
procesos puntuales. Un proceso puntual aleatorio es un proceso estocéastico cuyas realizaciones
consisten en conjuntos de puntos distribuidos aleatoriamente sobre un cierto espacio continuo.
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Tales puntos suelen corresponder, en la practica, a los instantes de tiempo en que han ocurrido
algunos sucesos de interés, o a las localizaciones en el espacio de ciertos objetos.

En este capitulo se introduce brevemente el marco tedrico de los procesos puntuales, que
establece las bases para los modelos estadisticos que se han desarrollado posteriormente en la
literatura. Fundamentalmente se introducen los modelos puntuales espaciales haciendo especial
hincapié en los procesos de Poisson y procesos derivados. Para ello se sigue principalmente el
formalismo matematico desarrollado en [14, Capitulo 3] y [3, Capitulos 2,3 y 5].

1.1. Procesos puntuales

Los origenes de la teoria moderna de los procesos puntuales son algo confusos y dificiles de
trazar. Entre la bibliografia revisada destaca [1], donde se realiza un breve estudio retrospectivo
de estos inicios, poniendo el foco de atencion en aquellas actividades pasadas en las que se pueden
apreciar aspectos en comiin con la teoria moderna. Entre estas actividades se pueden remarcar
algunas como:

» Tablas de mortalidad (o de vida), demografia, epidemiologia, etc. Este tipo de tablas mues-
tran el nimero de muertes (o cualquier otra variable) que se producen en un determinado
territorio geografico o localidad.

= Problemas de conteo, relacionados con el recuento del niimero de eventos que ocurren en
un intervalo de tiempo o regiéon, como pueden la ocurrencua de tormentas eléctricas o el
nimero de células sanguineas en un hemocitémetro.

s El desarrollo de la fisica de particulas y la necesaria evolucién de los detectores de particulas.

= Procesos de transferencia de informacién en ingenieria de las telecomunicaciones.

Estas son algunas de las lineas de investigacién desde las que parece haber surgido toda la
estructura matematica moderna de los procesos puntuales y el conjunto de técnicas derivadas.
Algunos ejemplos concretos y detallados de la aplicacién de este tipo de procesos los podemos
encontrar en [3, Capitulo 1]. Asi, se explica como Wolpert y Ickstadt (1998) emplearon este tipo
de modelos para estudiar la maduraciéon de un bosque de nogales en una parcela cuadrada de
120x120 m en Durham, Carolina del Norte. Mediante procesos puntuales analizaron las posiciones
y la evolucion de 85 nogales para comprobar como los drboles tendian a aglomerarse formando
cltsters, probablemente debido a las condiciones ambientales.

Pero antes de todo, conviene explicar de forma rigurosa qué son los procesos puntuales y cémo
se caracterizan. La forma mas sencilla e intuitiva de introducir los modelos puntuales es refiriendo
al caso uniparamétrico, es decir, con indices en el tiempo ( [14, Seccién 3.1.1]). De esta forma,
un proceso puntual representa los sucesivos instantes de tiempo en los que ocurre un evento,
por ejemplo las detecciones de un contador Geiger o las llegadas de clientes a una consulta. Un
proceso puntual temporal se puede caracterizar de varias formas:

s Mediante los tiempos de llegada Ty < T5 < ... en los que ocurre el evento.
= Mediante los tiempos de espera S1 = T; — T;_1 entre llegadas sucesivas.

» Mediante la medida de recuento o conteo Ny = 3 ; 1(T; < t). En el caso de intervalos
N(a,b] = Ny — N,.

En la Figura 1.1 se representa un proceso puntual unidimensional, visualizando dos de las
formas de caracterizar el proceso: mediante tiempos de llegada y tiempos de espera.
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Figura 1.1: Tiempos de llegada (a) y tiempos de espera (b) para un proceso puntual con una
Unica variable temporal.

Tal y como se ha comentado, estas tres propiedades permiten definir un proceso puntual. A
modo de ejemplo, podemos hacer uso de ellas para caracterizar un proceso de Poisson homogéneo
(que mas adelante explicaremos en detalle) con pardmetro de intensidad A en [0, 00). Este tipo
de procesos cumple:

1. Recuentos: N; ~ Pois(At) y N(a,b] ~ Pois(A\(b — a)), como consecuencia de esta propiedad
se tienen incrementos estacionarios.

2. Incrementos independientes: si los intervalos (a1,bs],. .., (am,by] son disjuntos, entonces
N(ai,b1],..., N(am, by son independientes.
3. Los tiempos aleatorios de espera S, Sa, ... son v.a. i.i.d. (variables aleatorias independientes

e idénticamente distribuidas) segtin una distribucién exponencial con media 1/\.
En la Figura 1.2 se representa la otra forma alternativa de caracterizar un proceso puntual,

esto es, mediante el proceso de conteo o recuento. Cada vez que se produce un nuevo evento en
el instante de tiempo Tj, el recuento N (f) aumenta en una unidad.

N(t)

T, T, T, T, Ts

Figura 1.2: Proceso de recuento IN; para un proceso puntual con una tnica variable temporal.
Los T; son los instantes en los que se produce un nuevo evento.
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Esta definicion de recuento puede ser generalizada a espacios euclideos de mayor dimension.
En [3, Seccion 2.1] se define un proceso puntual espacial como un subconjunto aleatorio contable
de un espacio S C R%. Formalmente, en el caso tinicamente espacial viene definido como sigue.

Definicién 1.2 (Formulacién espacial) Cuando sustituimos el tiempo por el espacio euclideo
R?, d > 2, las cantidades referidas anteriormente como tiempos de espera o tiempos de llegada,
ahora expresadas en términos de dreas o distancias respecto a un origen, pueden ser mds o Mmenos
utiles dependiendo de su interpretacion, y por esta razén, se suele utilizar la medida de recuento
aleatoria espacial para su caracterizacion

N(B) = niimero de puntos que se observan en B € R? acotado
Si anadimos ademaés una componente temporal, tenemos la siguiente definicién espacio-temporal.

Definicién 1.3 (Formulacién espacio-temporal) En el caso de que el proceso tenga tanto
una componente espacial como una temporal se puede definir la medida de recuento como

N(Bx[0,T]) = niimero de puntos aleatorios en B € R? acotado en un intervalo de tiempo [0, T]

para T > 0.

Finalmente, un proceso puntual se puede definir de forma mucho méas general mediante espa-
cios métricos y o-élgebras ( [14, Definicién 3.1 p. 51]).

Definicién 1.4 (Formulacioén abstracta) ¥ es un elemento aleatorio de (N, A), donde N
denota el conjunto de todas las medidas entero-valuadas no negativas p sobre un espacio métrico
completo y separable S que son finitas sobre cualquier subconjunto compacto I C S.

A denota la mds pequenia o-dlgebra sobre N que contiene {u : u(K) = n}, para cualquier
conjunto compacto KK C S y cualquier entero n > 0. {U(K),K C S} es una familia de variables
aleatorias.

1.00

0.75

>0.50

0.25 . * .
3 . .

0.00

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 1.3: Realizacion de un proceso binomial en una caja unitaria.
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A lo largo de este trabajo, nos restringiremos a procesos cuyas realizaciones son localmente
finitas, es decir, la medida de recuento es finita para cualquier subconjunto acotado K C S. A
continuacién, se desarrolla un ejemplo cldsico de proceso puntual, el proceso binomial, a partir
de la formulacién abstracta definida arriba.

Ejemplo 1 Sean X1,...,X, vectores aleatorios con valores en R?, i.i.d. uniformemente distri-
buidas sobre un conjunto acotado W C R¢,

U(B) = il(Xi € B)
=1

es el nimero de puntos o sucesos en B. Dada una observacion o realizacion del vector (X1,...,X,),
U : B — V(B) es una medida entero-valuada tal que ¥(B) < n < oo, para cualquier B. Conclui-
mos que ¥ es un elemento de N .

Para cualquier conjunto espacial compacto KK C R, 1(X; € K) es una variable aleatoria para
i=1,...,n. Por tanto, ¥(K) es una variable aleatoria y ¥ define un proceso puntual sobre RY.
En la Figura 1.8 se muestra un ejemplo de realizacion de proceso binomial en una caja unitaria
de dimension 2.

Finalmente, introducimos los procesos puntuales simples ( [14, Definicién 3.2 p. 52]), que
son un tipo especial de procesos donde la probabilidad de todos los puntos del proceso de ser
distintos es uno. Un proceso puntual simple se puede interpretar también como un conjunto
aleatorio cerrado.

Definicién 1.5 (Proceso simple) Un proceso puntual ¥ se dice que es simple si
P(U({s}) <1 VseS8)=1

Entre los procesos puntuales simples se encuentran los procesos binomiales (que anteriormente
hemos introducido), de Poisson y de Cox. En este trabajo nos enfocaremos principalmente en este
tipo de procesos.

1.2. Procesos de Poisson

Los procesos de Poisson son uno de los procesos puntuales mas conocidos y estudiados. Su
importancia es enorme, dado su papel esencial en la derivacién de resultados teéricos y aplicados,
adicionalmente a su componente histérica. En esta seccién se detallan las caracteristicas mas
importantes de este tipo de procesos asi como los modelos més generales y se describen algunas
de las transformaciones mds interesantes basandonos fundamentalmente en [14, Seccién 3.1.2]
y [3, Capitulo 3].

1.2.1. Proceso de Poisson homogéneo

En la secciéon anterior se ha introducido la caracterizaciéon de los procesos de Poisson ho-
mogéneos como un ejemplo de proceso puntual. A continuacién, se presenta una definicién mas
general de dichos procesos ( [14, Definicién 3.3 p. 53]).

Definicién 1.6 El proceso de Poisson homogéneo IIy sobre R con intensidad X\ > 0 viene
caracterizado por las siguientes propiedades:

1. TI\(B) ~ Pois(vg(B)\) para cualquier conjunto acotado B C R?
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2. E[lI\(B)] = va(B)A para cualquier conjunto acotado B C R?
3. I\(By),...,1x(By,) son independientes cuando By, ..., B, son conjuntos disjuntos

donde vy(B) es la medida de Lebesgue del conjunto B.
Una caracteristica importante es si el proceso es estacionario o no ( [3, Definicién 3.4 p. 24]).

Definicién 1.7 Un proceso puntual X sobre R? es estacionario si su distribucion es inva-
riante bajo traslaciones, es decir, la distribucion de X +s={x+s:x € X} es idéntica a la de
X para cualquier s € R Ademds, se dice que es isotrdpico si la distribucion es invariante bajo
rotaciones sobre el origen de R?.

En una dimensién, el proceso de Poisson homogéneo tiene llegadas condicionales uniformes,
es decir, dado Ny = n los tiempos de llegada en [0, ]

Ti<Th<---<T, <t

son n variables aleatorias uniformes i.i.d. en [0, ¢]. De forma similar, para dimensiones superiores
se cumple la siguiente propiedad ( [14, Lema 3.2 p. 53]) que resulta especialmente 1til a la hora
de generar realizaciones (en los siguiente capitulos se profundizara més en esto).

Lema 1.1 (Propiedad condicional) Dado una observacion IIy(B) = n, B C R?, v4(B) <
00, la distribucion condicional de la resticcion de 11\ (B) al conjunto B coincide con la distribucion
del proceso Binomial, definido a partir de n variables aleatorias i.i.d. con distribucion uniforme
sobre el conjunto B C R%.

En una dimensién, el tiempo de ocurrencia del primer evento en un proceso de Poisson se
distribuye de forma exponencial. De forma analoga, para dimensiones superiores se cumple la
siguiente propiedad ( [14, Lema 3.3 p. 53]).

Figura 1.4: Tres realizaciones de un proceso de Poisson homogéneo.

Lema 1.2 (Tiempos de espera exponenciales) La distribucion exponencial caracteriza
la distancia R aleatoria desde el origen hasta el punto mds cercano ubicado en el patron puntual
aleatorio espacial generado por I1\(B) para un proceso de Poisson homogéneo sobre R2.

Para demostrar estos basta observar que R > r si, y solo si, no hay puntos de II en B, (0).
Por tanto, R tiene funcién de distribucién

F(r)=P(R<r)=1-P(R>r)=1—-P(N(Bx(0)) = 0)

=1 — exp{—Aa(B,(0))} = 1 — exp{—Anr?}.

Esto implica que el area del disco B,(0) se distribuye exponencialmente.
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1.2.2. Proceso de Poisson no homogéneo

Hasta ahora hemos supuesto que la intensidad A del proceso de Poisson es constante sobre
todo el espacio R%. Sin embargo, esto se puede generalizar a casos donde la intensidad no es
constante, es decir, donde la densidad de puntos varia por el espacio. A continuacién, se define
un proceso de Poisson no homogéneo ( [14, Definicién 3.4 p. 54]).

Definicién 1.8 Supongamos que A es una medida sobre los elementos de B® de R? tal que
A(K) < oo, para cualquier conjunto compacto K C R% y A({z}) = 0 para cualquier x € RZ.
Un proceso de Poisson 11 espacial no homogéneo con intensidad A viene caracterizado por las
stguientes propiedades:

1. TI(B) ~ Pois(A(B)) para cualquier conjunto acotado B € B?
2. E[II(B)] = A(B) para cualquier conjunto acotado de B € B?
3. TI(By), ..., II(B,,) son independientes para cualesquiera conjuntos disjuntos By, ..., B, € BY

Esta definiciéon coincide con la del proceso de Poisson homogéneo de densidad A > 0 cuando
tomamos A(-) = Ayg(-).

Figura 1.5: Realizacién de un proceso de Poisson no homogéneo con intensidad proporcional a
una gaussiana en el plano.

1.2.3. Transformaciéon de un proceso de Poisson

Supongamos que II es un proceso de Poisson sobre R? con intensidad A. Sea T : R? — RF
una funcién continua, entonces bajo ciertas condiciones ( [14, Teorema 3.1 p. 55]) se puede definir
(TH)(B) = I(T~1)(B) como un nuevo proceso espacial de Poisson no homogéneo con intensidad
TA definida como:

(TA)(B) = A(T7'(B))

para todo conjunto acotado B C R,

Teorema 1.1 Supongamos que I1 es un proceso de Poisson sobre R® con intesidad A. Sea
T : R — R una funcion continua tal que (TA)(K) = A(T~Y(K)) < oo para todo los conjuntos
compactos K C R* y (TA)({z}) = AT~ *({x})) = 0 para todo x € R¥. Entonces la imagen de I1
mediante T' es un proceso de Poisson sobre R¥ con intensidad TA.



8 CAPITULO 1. Introduccién a los procesos estocasticos puntuales

™

TN

Figura 1.6: Transformacion de un proceso de Poisson.

A continuacién, se muestra un ejemplo sencillo de transformacién desde el caso bidimensional
al unidimensional, como puede ser de un proceso espacial a uno temporal.

Ejemplo 2 Sea ITy un proceso de Poisson homogéneo en R? con intensidad . Sea T(x) = ||x||2.
Tenemos que A(T~1([0,5])) = A(B 5(0)) = Ams < 0o para todo 0 < s < oo. Por tanto, TII es
un Proceso de Poisson en [0,00] con intensidad A\w. Sea Ry la distancia desde el origen hasta el
k-ésimo punto mds cercano de 1. Entonces R?, R3 — R?, R} — R3,... son variables aleatorias
exponenciales i.i.d con pardmetro \r.

Existen algunas transformaciones que por su utilidad practica conviene destacar. A continua-
cion, se describen algunas de las més interesantes recogidas en [14, Seccién 3.1.2] y [3, Capitulo
2].

Proyeccién

Consideremos la proyecciéon T'(z1,72) = x1 de R? a R. Sea II, un proceso de Poisson ho-
mogéneo en R? con intesidad \. La proyeccién de Iy no es un proceso puntual porque el ntimero
de puntos proyectados en un intervalo compacto [a, b] es infinito:

(TT13)([a, b]) = IA(T~*([a,b])) = I\([a, 8] x R) = oo

En la Figura 1.7 se muestra un ejemplo de proyeccién de un proceso de Poisson en R? a R.

Marcado

Consideremos un proceso de Poisson ITy en R? x [0,a] con intensidad A. Puede entenderse
como un proceso puntual marcado donde cada punto z; en R? tiene la marca m; en [0,a]. La
proyeccién de IIy en R? es un proceso de Poisson con intensidad Aa ya que en este caso el niimero
de puntos proyectados en cualquier compacto C' C R¢ s es finito,

(TTL)(C) = I\ (T~ 1(C)) = I\ (C x [0,a]) < oo
con intensidad

(TA)(C) = A(T~H(C)) = A(C x [0,a]) = Ava(C x [0,a]) = Ava(C)a
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Figura 1.7: Proyeccién de un proceso de Poisson.

para todo 0 < v4(C') < oo. Por lo que T1I es un proceso de Poisson con intensidad Aa.
Esta definicion se puede generalizar. Formalmente, dado un espacio M, si una marca aleatoria
m; € M se le anade a cada punto x;, entonces

X ={(zj,m;) : x; € I\ }

es un proceso puntual marcado con puntos en R? y marcas en M.

Reduccion

Sea ITy un proceso de Poisson homogéneo en R? con intensidad A. Supongamos que aleato-
riamente eliminamos o mantenemos cada punto de IIy, con una probabilidad de eliminacién p
para cada punto, independientemente de los demés. El proceso II, de los puntos mantenidos es
un proceso de Poisson con intensidad pA.

Esto se desprende a partir del siguiente lema ( [14, Lema 3.1 p. 53]).

Lema 1.3 Si n ~ Pois(\) y ({§|n = n) ~ Binom(n,p), entonces & ~ Pois(p\), n — & ~
Pois((1 —p)A) y & yn— & son independientes.

1.3. Intensidad

En un proceso puntual unidimensional, la tasa promedio a la que ocurre un suceso aleatorio
(puntos) se denomina intensidad. Este pardmetro se puede entender como el ntimero esperado de
sucesos por unidad de tiempo. En el caso mas general, dado un elemento de volumen infinitesimal
dx, M\(x)dx hace referencia a la probabilidad de que un punto del proceso se encuentre en dicho
volumen, ya que, mediante la distribucién exponencial se tiene que:

P(X €dz) =1—exp{—A(z)dz} ~ \(z)dz

donde se ha aplicado la aproximaciéon de primer orden del desarrollo de Taylor de la exponencial
en cero, para valores pequenos del argumento. En el caso de un proceso puntual binomial sobre
un conjunto acotado W, el promedio del nimero de puntos esperados en un conjunto B es:

E¥(B)=E) 1(X; € B)=> E1(X, € B)



10 CAPITULO 1. Introduccién a los procesos estocasticos puntuales

vg(BNW)

- ;P(Xi € B)=nP(X;€B)=n 7

donde v4 es la medida de Lebesgue en R? . Se aprecia que el resultado obtenido es basicamente
la tasa promedio de puntos sobre el conjunto B.

Este concepto de intensidad puede ser definido para procesos puntuales mas generales. En esta
seccién, definimos el pardmetro intensidad a partir de [14, Definicién 3.5 p. 57]. Esta definicién
nos permitird desarrollar modelos estocésticos puntuales més complejos que se derivan del proceso
de Poisson.

Definicion 1.9 Sea ¥V un proceso puntual en un espacio métrico completo y separable S.
Supongamos que el niumero esperado de puntos en cualquier conjunto compacto K C S es finito,
es decir, E[V(K)] < oo. Entonces existe una medida Ay sobre S, llamada intensidad de VU, tal
que

para cualquier conjunto acotado B C S.

1.4. Procesos puntuales derivados del proceso de Poisson

El proceso de Poisson es un modelo ampliamente utilizado para muchos procesos naturales.
Ademas, es realmente sencillo de analizar y simular. Por este motivo, el proceso de Poisson se
utiliza como punto de partida para construir nuevos modelos puntuales méas complejos. En esta
seccién, detallamos algunos de los mas interesantes recogidos en [14, Seccién 3.1.4] y [3, Capitulo
5].

1.4.1. Proceso de Cox

Los procesos de Poisson son normalmente un tipo de modelos demasiado sencillos para apli-
carlos a datos reales, sin embargo, debido a su flexibilidad permite construir modelos mucho mas
complicados. Un proceso de Cox es un proceso de Poisson cuya intensidad es aleatoria. Este tipo
de procesos pueden entenderse como un proceso doblemente estocastico, ya que es una genera-
lizacién de un proceso de Poisson donde la intensidad A es en si misma un proceso estocastico.
Mateméaticamente se definen como sigue ( [14, Definicién 3.7 p. 59]).

Definicién 1.10 Sea A una medida aleatoria localmente finita sobre R%. Dada la observacion
espacial A(-) = A(-), se asume que la distribucion condicionada de ¥ a dicha realizacion se
distribuye segin un proceso de Poisson con intensidad \. Asi, se dice que ¥ es un proceso de Cozx
definido por la medida aleatoria A.

En el caso concreto donde A es determinista, ¥ simplemente se trata de un proceso de Poisson
con intensidad A\(-) = A(+).

Se dice que un proceso es ergddico si es posible extraer sus caracteristicas estadisticas propias
a partir de la observacion del proceso durante un periodo prolongado. En este sentido, un proceso
de Cox ¥ es no ergddico (a menos que la distribucién de A sea degenerada y ¥ sea Poisson).

Para cualquier proceso de Cox, se puede demostrar que

E[V(B)] = E[E[Y(B)|A]]
var(V(B)) = var(E[U(B)|A]) + E[var(¥(B)|A)] = var(A(B)) + E[A(B)]
P[U(B) = 0] = E[P(¥(B) = 0[A)] = Elexp{—A(B)}]
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1.4.2. Proceso Cluster de Poisson

Otro tipo de procesos interesantes son los basados en cliustering que en esencia se trata de
modelos que generan una primera familia de puntos (clisters) llamadas padres, a partir de los
cuales se generan nuevos puntos. Se definen como sigue [14, Definicién 3.10 p. 60].

Definicién 1.11 Supongamos que podemos definir, para cualquier x € R? | la distribucién de
un proceso puntual (, conteniendo casi seguro un nimero finito de puntos, es decir, P(((R?) <
o0) = 1. Sea I un proceso de Poisson (homogéneo o no) en R?. Dado 1, sea

v=|J o

x; €Il

la superposicion de procesos puntuales independientes ¢; donde ¢; ~ (z;. Entonces se dice que ¥
es un proceso Clister de Poisson con II como proceso padre y {Cz,x € R} el clistering.

A continuacién, se presenta un ejemplo concreto de proceso basado en clistering a partir de
un proceso de Poisson.

Proceso Cluster de Matérn

El proceso Cluster de Matérn hace referencia al caso en el que se comienza generando un
proceso de Poisson (homogéneo o no) para obtener los padres z;. A continuacién, para cada
padre se genera el clister asociado (,. Para ello, dado el padre x; se generan N; ~ Pois(u) puntos
aleatorios (proceso de Poisson homogéneo con intensidad p) i.i.d. y distribuidos uniformemente
sobre el disco B;(x;) centrado en el padre x; y de radio r. La caracteristica principal de este
proceso es el hecho de que los puntos generados en cada clister se distribuyen uniformemente en
sus respectivos discos.
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Capitulo 2

Simulacion de procesos puntuales

La simulacién de sistemas, fenémenos naturales, fenémenos fisicos, etc. proporciona una he-
rramienta muy potente en diferentes dreas cientificas. Tal y como se recoge en [17], muchos de
los objetos que utilizamos han sido simulados cuidadosamente antes de ser producidos fisicamen-
te. Por ejemplo, la gente joven emplea horas haciendo uso de ocio digital (como videosjuegos y
otras tecnologias) donde se reproducen diferentes deportes o mundos imaginarios, médicos prac-
tican con pacientes virtuales, procesos moleculares simulados permiten a las farmacéuticas crear
nuevos medicamentos y modelos climéaticos predicen de forma cada vez més precisa los cambios
meteoroldgicos.

En el campo de la investigacién cientifica la simulacién es una herramienta esencial hoy en
dia. La ciencia es, por tanto, el &mbito que con mas fuerza empuja los limites tecnologicos de las
simulaciones hacia el extremo.

De hecho, simulaciones de formacion de galaxias, dindmica molecular, plegamiento de pro-
telnas, corrientes ocednicas y disefios aerodindmicos requieren del uso de algoritmos numeéricos
avanzados y herramientas potentes de procesado de datos. Ademas, la simulacién no solo estéa
transformando la préctica cientifica, si no que también esta llevando a los cientificos a revisar y
estudiar las relaciones entre modelos, teorias y experimentos.

Esta vasta aplicacién de la simulacién provoca que cuando uno intenta buscar una definicién
formal de qué es la simulacién, se encuentra con una inmensa colecciéon de conceptos y enfoques
dependiendo del ambito o la perspectiva desde la que se sitia. Asi, resultan llamativos estudios
como [18], donde se intenta hacer una recopilacién de definiciones de lo que es la simulacién dadas
por cientificos e investigadores que trabajan en el dia a dia con ellas.

El resumen o la conclusion a la que uno llega tras leer muchas de estas definiciones es que la
simulacién es, en pocas palabras, la experimentacion con modelos. Es decir, el objetivo principal
de la simulacién es la reproducciéon de un aspecto concreto de una observacion o posible realidad.
En su sentido técnico, por tanto, implica la utilizacién de un modelo para producir resultados,
en lugar de experimentar con sistemas reales bajo condiciones determinadas.

Ademss, si el modelo tiene una componente estocéstica, es decir, de aleatoriedad, se trata
entonces de una simulacién estocéstica. Este tipo de simulaciones son de vital importancia ya que
son las que se van a revisar, estudiar y recrear a lo largo de todo este trabajo.

En cuanto a las herramientas empleadas en la simulacién, se observa que todas estas técni-
cas permiten reproducir de forma éptima escenarios probabilisticos y estadisticos para poder, a
continuacién, inferir el comportamiento de un proceso concreto o un sistema aleatorio.

Especificamente, en el &mbito de la probabilidad (ya que es el que nos ocupa funcamental-
mente), la generaciéon de modelos de variables aleatorias, procesos estocasticos, campos aleatorios
y ecuaciones diferenciales estocasticas ha permitido comprobar la validez de hipdtesis sobre el
comportamiento de fendmenos y sistemas representados por dichos modelos, asi como:
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Explorar caracteristicas de diferentes distribuciones, ya que en ocasiones los métodos analiti-
cos y numéricos no proporcionan informacién explicita.

Inferir comportamientos locales y a gran escala de procesos aleatorios definidos en el tiempo
o en el tiempo-espacio.

= Aproximar los estados de un sistema.

s Aproximar el comportamiento de la solucién de un modelo diferencial estocéstico

Ademas, en el ambito estadistico, la simulacién estocéastica proporciona, entre otros:
s Métodos de generaciéon de muestras con distribuciones o caracteristicas especificas.

= Métodos para la implementacién de técnicas estadisticas que requieren la resolucién previa
de problemas de optimizacion.

= Métodos de comprobacién de resultados estadisticos asintéticos.
= Métodos de validacion de modelos.

En definitiva, la simulacién ofrece una alternativa a los métodos analiticos y numéricos, cuando
dichos métodos no proporcionan soluciones factibles, o bien, requieren de la aplicaciéon de técnicas
o herramientas muy complejas.

En este capitulo se comienza con una revisién bibliografica de los métodos de simulacién
estocéstica para pasar posteriormente a introducir los principios basicos de la simulacién de pro-
cesos puntuales. Principalmente se abordan los métodos de simulacién para procesos de Poisson
y procesos derivados a éste siguiendo principalmente el trabajo de [14, Seccién 3.2], [15, Capitulos
34] y [3].

2.1. Introduccion a los métodos de simulacion

En esta seccidén, se proporciona una breve revision del trabajo desarrollado en el area de la
simulacién estocéastica, centrandonos en su evolucién y sus aplicaciones a diferentes campos.

Los origenes y evolucién de la simulacién han sido ampliamente estudiados y documentados.
En [19] y [20] se lleva acabo una revisién profunda de las todas las etapas de la simulacién,
comenzado en sus posibles origenes en el siglo 18 con el famoso experimento de la aguja de
Buffon, pasando por su explosién debido al gran avance tecnolégico resultado de la segunda
guerra mundial, hasta llegar a su maximo desarrollo y formalizacién a partir de los afios 70
debido principalmente al progreso en los métodos computacionales y numéricos.

El desarrollo de las técnicas de simulacién estd inevitablemente ligado al conjunto de activi-
dades o &mbitos donde més beneficios y méas uso se le puede dar. De este modo, autores como [21]
y [22] analizan también este crecimiento o evolucién de las técnicas de simulacién pero desde
un punto mucho més sectorial, en concreto, desde el punto de vista de la investigacion clinica y
del desarrollo de los videojuegos respectivamente. Aunque los métodos de simulacién empleados
en estas areas se alejan bastante del alcance de este trabajo, es interesante observar como han
evolucionado las técnicas de simulacién estocastica, cubriendo un gran niimero de areas cientificas.

En este sentido, [17] desarrolla ampliamente los beneficios del uso de la simulaciéon en el
proceso de aprendizaje y en los procesos cognitivos, explicando como la utilizacién de modelos
permite un mejor entendimiento de la realidad y ayuda, de esta forma, a cuestionar y validar la
adecuacién de los modelos propuestos y, en tltima instancia, a su mejora y optimizacion. Otros
autores (ver por ejemplo [23]) también analizan el impacto de la simulacién en el desarrollo de
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los conceptos tedricos y proporcionan una hoja de ruta para el desarrollo de teorias mediante la
utilizacién de métodos de simulacién.

Sin embargo, cuando se habla de simulacién es imprescindible poner el foco ahi donde verda-
deramente ha habido un salto cualitativo en cuanto a prestaciones que ha posibilitado el posterior
desarrollo de la simulacién, es decir, en las ciencias de la computacion. El desarrollo de las técnicas
de computacién es, sin duda, el gran responsable del crecimiento de los métodos de simulacién.
La gran capacidad de resolucién de calculos en poco tiempo ha permitido que se lleven a cabo
procesos antes imposibles. En [24], [25] y [26] se detallan muchos de de los procesos de simulacién
computacionales que hoy en dia son ampliamente utilizados en diferentes ambitos para resolver
problemas relacionados con optimizacién, integracién, resolucién de ecuaciones diferenciales, etc.

Otra rama fundamental en el progreso de la simulacién (especialmente de la simulacién es-
tocastica que es el tema principal de este trabajo) es el desarrollo de técnicas para la generacién
de nimero aleatorios. Este tipo de técnicas son la base de la simulacién estocastica. En [27] y [28]
se realiza una revision histérica de la evolucién de las técnicas de generacion de ntimero pseu-
doaleatorios, describiendo los origenes. En [29] se desarrollan algunos de los algoritmos actuales
para la generacién de niimeros pseudoaleatorios y se introduce el método de Monte-Carlo que en
ocasiones es considerado como una de las primeras técnicas de simulacion estocastica desarro-
lladas y es utilizado de forma frecuente para gran variedad de problemas mateméticos como la
integracién o el calculo de incertidumbres (ver [30]).

Todo este repaso nos lleva finalmente hasta el objeto de interés de este trabajo, es decir, la
simulacién estocastica. Este tipo de simulaciones tiene una fuerte componente probabilistica ya
que se fundamenta en el manejo y trasnformacion de variables aleatorias, funciones de distribucién
de probabilidad, etc. Cabe decir que el formalismo teérico de todas las técnicas estocésticas hace
décadas que esta bien formalizado y definido, sin embargo, no ha sido hasta el desarrollo avanzado
de los métodos computacionales cuando ha sido posible aplicarlas en la practica. En [31] se
desarrolla el marco tedrico, definiendo algunos de los procesos estocasticos més habituales como
es el proceso de Poisson. Existe una gran cantidad de bibliografia sobre el tema de simulacién
estocastica. Algunas referencias clasicas pueden encontrarse en [15], [16], [32] o [33]. En ellas se
desarrollan los algoritmos clasicos para la generaciéon de variables aleatorias que en esencia se
resumen en unos pocos principios basicos que introduciremos en la siguiente secciéon. Existen
otras referencias mas centradas en el tipo de procesos que simularemos en este trabajo (procesos
puntuales) como [3], [14] o, con una orientacién mds practica, [34].

Las aplicaciones de los modelos y simulacion estocédsticos son absolutamente amplias y abarcan
una infinidad de ramas. Entre algunas de ellas podemos encontrarnos con modelos que permiten
el analisis de activos financieros (ver [35]), el estudio de la cinética molecular y otros procesos
quimicos (ver [36], [37]) o el estudio de eventos atmosféricos y geologicos (ver [38], [39], [40]).

2.2. Principios basicos de la simulacién estocastica

Como se coment6 anteriormente, el objetivo inicial de la simulacién estocéstica es, en esencia,
la generacion de situaciones y escenarios asociados a procesos o sistemas con un funcionamiento
aleatorio, donde la incertidumbre inherente impide conocer a priori su estado con el fin ltimo
de reproducir un sistema real para su posterior analisis. El primer requisito necesario para una
simulacién estocdstica es una fuente de aleatoriedad. Esto se suele dar por sentado pero tiene una
importancia fundamental.

Originalmente, fue necesario crear dispositivos computacionales o fisicos que permitian generar
secuencias de nimeros que no obedecian a ninguna ley o patrén deterministico, es decir, eran de
naturaleza aleatoria. Como se comentaba en el Capitulo 1, muchas veces estas secuencias eran
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recogidas en tablas (tablas de mortalidad, de vida, etc). Es importante senalar que inicialmente
los dispositivos fisicos empleados, tales como el lanzamiento de una moneta, la ruleta, etc. si
que proporcionaban secuencias de ntimeros realmente aleatorios. Sin embargo, tanto los costes
asociados como el tiempo de generacién necesario hacian inviable su uso.

Sin embargo, los métodos computacionales actuales ofrecen técnicas y métodos sencillos, de
facil implementacion y bajo costo, que ocupan poca memoria en el ordenador, que pueden ser
repetidas tantas veces como se desee, etc. Lamentablemente muchas de las llamadas funciones
aleatorias proporcionadas por los tipicos ordenadores comerciales estan lejos de ser aleatorias. Los
ordenadores digitales no pueden de forma sencilla imitar un verdadero fenémeno aleatorio como
es el ruido electrénico en un diodo. Todas las funciones aleatorias usadas comtnmente son de
hecho pseudoaleatorias, lo cual quiere decir que son deterministicas, pero imitan las propiedades
de una secuencia de variables aleatorias independientes y uniformemente distribuidas.

Entre los objetivos de este trabajo no se encuentra la revisién y estudio de los métodos
usuales de generacién de nuimeros pseudoaleatorios uniformes, si no mas bien la generaciéon de
modelos estocasticos para su estudio y aplicaciéon practica. Por este motivo, debemos comenzar
introduciendo y planteando el problema en cuestién.

Supongamos que tenemos un conjunto de variables aleatorias i.i.d. 71,72, ... que estdn uni-
formemente distribuidas en el intervalo [0, 1], es decir, 7; ~ Unif[0, 1]. El objetivo es generar una
variable aleatoria & con una determinada funcién de probabilidad a partir de las variables 7;.

Las tres técnicas o métodos mas usuales para la generacién de variables aleatorias son:

s Método de la transformada inversa
» Método de Aceptacién-Rechazo
s Método de composicién

Conviene senalar que todas estas técnicas son aplicables tanto para el caso discreto como para
el continuo. Ademads, de estos tres métodos, existen otros que aunque usados en menor medida o
para casos concretos, también son interesantes.

2.2.1. Meétodo de la transformada inversa

Este método consiste en generar muestra aleatoria U distribuida uniformemente entre 0 y
1, de forma que estos valores se pueden interpretar como probabilidades para, a continuacion,
devolver el valor z tal que la probabilidad de que la variable aleatoria X (la cual se quiere generar)
sea menor que z es P(X <x)="U.

El método de la transformada inversa para la generacién de variables aleatorias continuas
es facilmente implementable, cuando la funcién de distribucién de probabilidad es inyectiva. Si
n ~ Unif[0,1] y tomamos £ = a + (b — a)n donde a < b, se desprende claramente que & es
uniformemente distribuida en [a,b]. Formalmente se define como sigue ( [14, Definicién 3.22 p.
7).

Definicion 2.1 Sea & un elemento aleatorio de un espacio X y T : X — Y una funcion
medible. Sea T =T(£). La distribucion de § viene dada por

P(rc A)=P(T(¢) € A) =P e T 1(A))

donde T71(A) = {z € X : T(X) € A} para todos los conjuntos medibles A C ).
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En el siguiente lema ( [14, Lema 3.9 p. 77]) se exponen dos propiedades importantes en simu-
lacién. La primera propiedad proporciona el método para la generacién de variables aleatorias,
mientras que la segunda propiedad se utiliza para comprobar si un conjunto de datos observados
o recogidos se ajustan a un modelo especifico.

Lema 2.1 Sea & una variable aleatoria con funcion de distribucion acumulada (c.d.f.) F(z) =
P(¢ < z). Definimos la funcion cuantil continua a derechas

F~Y(u) = min{z : F(z) > u}.
FEntonces:

1. Sea n uniformemente distribuida en [0,1]. Entonces ( = F~Y(n) tiene la misma distribucion
que €.

2. Si F~1 es continua, entonces n = F (&) estd uniformemente distribuida en [0, 1].

Ejemplos clésicos de aplicaciéon de este procedimiento son para la generacién de una variable
aleatoria con distribuciéon exponencial o para variables ditribuidas como una Poisson.

Ejemplo 3 (Distribucién exponencial) Dada & con una funcién de densidad f(x) = Xe ™
para x > 0 y 0 para x < 0, donde A > 0 es la intensidad. Entonces su funcion de distribucion
de probabilidad viene dada por F(z) = 1 — e para x > 0 y 0 para x < 0. Asi, F~'(u) =
—log(1 —u)/\. Sin ~ Unifl0,1] entonces ( = —log(1 —n)/\ tiene la misma distribucion que &.
Como 1 —n ~ Unif[0,1] también podemos tomar ¢ = —log(n)/A.

Ejemplo 4 (Distribucién de Poisson) Para generar una observacion o valor de n ~ Pois(\),
primero generamos n ~ Unif[0,1] y, a continuacion, aplicando el Lema 2.1 tomamos

— mi . —A
N-mln{n.nﬁZe k'}
k=0
Otra propiedad importante en la simulacién es el cambio de variable ( [14, Lema 3.10 p 79]).

Lema 2.2 (Cambio de variables) Sea & un elemento aleatorio de R, d > 1 con funcion
de densidad de probabilidad f(x), x € RL. Sea T : R? — R? una transformacion diferenciable
tal que, para cualquier x € R?, el jacobiano detDT(x) es no nulo. Entonces el vector aleatorio
¢ =T(&) tiene densidad de probabilidad

f(x)
gy)= > ———.
iy detDT(x)

A continuacién, se detallan algunos modelos tipicos que son usados de forma habitual en la
generacion de procesos estocasticos puntuales.

Puntos aleatorios uniformemente distribuidos

Definicién 2.2 Definimos la distribucion uniforme sobre un conjunto A de R® mediante la
siguiente identidad. Para cualquier conjunto medible B de R®:

P(X € B) = /B F(x)dx = W.
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Figura 2.1: (a) Punto aleatorio distribuido uniformemente en un paralelepipedo. (b) Generacién
de un punto aleatorio en una caja.

Ejemplo 5 (Puntos aleatorios distribuidos uniformemente en una caja) Si Xi,..., Xy
son variables aleatorias independientes tales que X; ~ Unifla;, b;], entonces el vector aleatorio

X = (X1,...,XJ)
se distribuye uniformente sobre el paralelepipedo ( [14, Ejemplo 3.18 p. 80])

d
A= H [ai, b,]
i=1

En la Figura 2.1 se visualiza el proceso de generacién de un punto aleatorio uniforme en
una caja. Cada una de las componentes x e y se obtiene de forma independiente como variables
aleatorias uniformes. Siguiendo la misma idea se pueden generar puntos en una esfera, en este
caso haciendo uso de las coordenadas esfericas ( [14, Ejemplo 3.19 p. 81]).

0

R

N2 1 /{

N1 R?

Figura 2.2: Generacién de un punto aleatorio uniforme en un disco.

Ejemplo 6 (Punto aleatorio distribuido uniformemente en un disco) Sea X un punto alea-
torio distribuido uniformemente en el disco By.(0) de radio v centrado en el origen de R?. Consi-
deremos las coordenadas polares

R=\/X?+ X2, 0=arctan(X2/X1).

R? y 0 son independientes y uniformemente distribuidas en [0,72] y [0,27] respectivamente. Asf,
st mi,m2 son i.i.d. Unif[0,1] y definimos

X1 =ry/mcos(2mn)  Xo = ry/m sin(27n)

entonces X = (X1, X2) es un punto aleatorio uniformemente distribuido en By (o).
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En la Figura 2.2 se visualiza el proceso de generacién de un vector aleatorio uniforme en
un disco. En este caso se realiza la simulacién en coordenadas polares y, a continuacién, se
transforman los puntos generados a coordenadas cartesianas.

2.2.2. Método de Aceptacion-Rechazo

Dentro del método de Aceptacién-Rechazo se agrupan una serie de técnicas que en esencia
comparten la misma idea aunque en diferentes niveles de complejidad. A continuacién, desarro-
llamos cada una de ellas.

Generamos X con Comprobamos si cae Si
e -, Devolvemos X
distribucion dada dentro de la region A
No

Figura 2.3: Diagrama de flujo del algoritmo de rechazo.

Rechazo

En primer lugar, desarrollamos la técnica de rechazo ( [14, Algoritmo 3.2 p. 83]). En la Figura
2.3 se muestra del diagrama de flujo con los pasos requeridos.

Algoritmo 2.1 Supongamos que queremos generar una realizacion de una variable aleatoria
X € A, donde A es un subconjunto de los posibles resultados de X. Asumimos que P(X € A) > 0.

1. Generamos una realizacion X de X.
2. 51 X € A, se termina el algoritmo y se devuelve X.

3. En cualquier otro caso se vuelve al paso 1.

Ejemplo 7 (Punto aleatorio uniformemente distribuido en una regién cualquiera) Para
generar un punto aleatorio X distribuido uniformemente dentro de una region irrecular B C RY,

1. Encerramos B en un conjunto mucha mds simple C O B.

2. Usando la técnica de rechazo, generamos puntos aleatorios i.i.d. distribuidos uniformemente
dentro de C hasta que que caiga en B.

Este método nos proporciona una forma sencilla de generar puntos en regiones cualesquiera
( [14, Lema 3.12 p. 85]).

Lema 2.3 (Distribucién condicional en uniformes) Supongamos que X estd distribuida
uniformemente en A C R% con v4(A) < co. Sea B C A. La distribucién condicional de X dado
que X € B es uniforme en B.

Sin embargo, en la practica es un método lento, especialmente cuando se trabaja con regiones
complejas y dificiles de parametrizar.
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Figura 2.4: Técnica de rechazo para generar puntos aleatorios uniformes en una region irregular
B.

Marginalizacién

En este caso la idea es tomar la funciéon de densidad de la variable de interés para acotar
los puntos generados aleatoriamente. Es decir, sea £ una variable aleatoria real con funcién de
densidad de probabilidad f. Supongamos que f(z) < M para todo x. Consideramos el subgrafo

A={(z,y): 0<y < f(x)}.

Sea (X1, X2) un punto aleatorio uniforme en A. La funcién de densidad conjunta de (X1, X2)
es g(x1,22) = 1(0 < 23 < f(x1)) ya que A tiene drea 1. La densidad marginal de X es

M
hwn) = [ 1 < Fa)des = fla),

es decir, X7 tiene funcién de densidad f. El algoritmo se presenta a continuacién ( [14, Algoritmo
3.3 p. 85]).

Algoritmo 2.2 Supongamos que f es una funcion de densidad de probabilidad en [a,b] con
SUPzcq,b) f(x) <M.

1. Generamos & ~ Unifla,b].
2. Independientemente generamos n ~ Uni f[0, M]

3. Sin < f(§)/M, terminamos y devolvemos el valor £&. En cualquier otro caso volvemos al
paso 1.

Aceptacién-Rechazo

Finalmente, introducimos el método que comunmente es llamado de Aceptacién-Rechazo. Se
trata un procedimiento universal que es alternativo al de la transformada inversa y es especial-
mente Util cuando no se dispone de una expresién sencilla de la funcién de densidad de la variable
aleatoria que se quiere generar, o bien, la funcién de distribucién de probabilidad no es inyectiva.

Queremos generar X con un funciéon de densidad de probabilidad f compleja. Sea g otra
funcién de densidad que resulta mucho més facil de simular, tal que f(x) < Mg(x) para todo
x. Este método fue desarrollado por Von Neuman en 1951 ( [41]). A continuacién, se detalla el
algoritmo entero.
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Algoritmo 2.3 Sean f y g funciones de densidad y M < oo tal que f(x) < Mg(x) para todo

1. Generamos Y con funcién de densidad g.
2. Independientemente generamos n ~ Unif[0, M].

3. 8in < f(Y)/9(Y), definimos X =Y y terminamos. En cualquier otro caso, volvemos al
paso 1.

pdf

Figura 2.5: Método de Aceptacién-Rechazo.

2.2.3. Método de composicion

En algunas ocasiones ocurre que la funcién de densidad de probabilidad de una variable X de
interés se puede escribir como una mixtura de densidades, es decir:

k
f@)=> pifi(x)
j=1

siendo Z§:1 pj = 1, pj > 0y f; funciones de densidad. De este modo se puede generar f
simulando en primer lugar p; y, a continuacién, f;. Este procedimiento es conocido como el
método de composicién. El algoritmo, que fue también desarrollado por Von Neuman se describe
a continuacion ( [15, Algoritmo 3.7 p. 63]).

Algoritmo 2.4 Podemos generar la variable X de la siguiente forma:
1. Generamos J con distribucion P(J = j) =p; para j =1,... k.
2. Generamos X ~ f;.

Este algoritmo es muy usado en inferencia bayesiana y para algunas variables de tipo discreto.
Un ejemplo clédsico para ilustrar este procedimiento es la doble exponencial.
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Ejemplo 8 A partir de la densidad de la distribucion doble exponencial:
A
f(z) = 567’\@',%: e R,

se deduce que:
f(2) = S hil@) + 5 al)

donde f1(z) = Xe ™™ para x > 0 y cero para x < 0, mientras que fo(x) = e para x < 0 y cero
para x > 0. De esta forma, para generar la variable X basta con generar ny, na ~ Unif(0,1) y si
m < 0,5 devolver X = —1In(1 — n2)/A, en caso contrario, X = In(n2)/A.

2.2.4. Otros métodos para generar distribuciones especificas

Finalmente, presentamos otros métodos de interés para la generacién de distribuciones con-
cretas en las que los métodos descritos anteriormente no son los méas 6ptimos basandonos en el
trabajo de [15, Capitulo 3].

Box-Muller

El primero de ellos es el método de Box-Muller para la generaciéon de una variable normal. La
distribucién normal es sin duda una de las mas usadas y conocidas. Existe una forma sencilla de

simular esta distribucion:
12
X = (Z U; — 6)
1

donde U; ~ Unif|0, 1], X tiene media cero, varianza uno y se distribuye de forma aproximadamente
normal por el teorema central del limite (ver [42]). Aunque la aproximacién es aceptable, existe
un método exacto para simular la distribucién normal, que es conocido cono Box-Muller ( [15,
Algoritmo 3.1 p.54]):

Algoritmo 2.5 Para generar una variable normal X:

1. Generamos Uy ~ Unif|0,1] y tomamos 0 = 27 U7.
2. Generamos Uy ~ Unif(0,1] y tomamos £ = —InUsg, R = \/2¢.

3. Tenemos que X = Rcosf y Y = Rsin6 son variables aleatorias normales independientes.

Ratio de uniformes

Supongamos que (U, V') es un punto distribuido uniformemente dentro del disco unidad. Se
tiene que V/U se distribuye como el ratio de dos variables normales independientes. Ademaés, por
el algoritmo de Box-Muller se refiere a la transformacién tangente relacionada con la distribucién
de Cauchy (ver [43]). El algoritmo se detalla a continuacién ( [15, Algoritmo 3.8 p. 66]).

Algoritmo 2.6 Para generar una variable de Cauchy X:

1. Generamos Uy, Uga ~ Unif|0,1] y tomamos V = 2Ug — 1.

2. Si U2 +V? < 1 devolvemos X = V/Ux1, en caso contrario, volvemos al paso 1.
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2.3. Simulacion de procesos de Poisson

En esta seccion, se desarrollan diferentes tipos de algoritmos para la simulacién de procesos de
Poisson. Cada uno de ellos presenta un enfoque distinto, haciendo uso de diferentes propiedades
o generalizando a dimensiones superiores. Los métodos descritos se basan en los trabajos de [14,
Seccién 3.2.2] y, en menor medida, [3].

2.3.1. Procesos de Poisson homogéneos

Comenzamos simulando los procesos de Poisson maés sencillos, es decir, la clase de procesos
de Poisson homogéneos. A continuacién, se presentan cuatro algoritmos diferentes, segiin usen
los tiempos de espera o la generacién condicional y sobre diferentes espacios. Estos algoritmos
corresponden a [14, Algoritmo 3.5 p. 67], [14, Algoritmo 3.6 p. 67|, [14, Algoritmo 3.7 p. 67]
y [3, Seccién 3.2.3].

Mediante tiempos de espera

Algoritmo 2.7 Para simular una realizacion de un proceso de Poisson homogéneo en [0, al:

1. Generamos los tiempos de espera entre sucesos Si,S9,... como variables aleatorias i.i.d.
distribuidas como una exponencial de pardmetro A.

2. Obtenemos los tiempos de llegada T, = Y1 S;.

3. Devolvemos el conjunto de tiempos de llegada T}, que verifican T, < a.

Mediante generacion condicional

El proceso de Poisson homogéneo en [0, 00| tiene llegadas condicionales uniformes, es decir,
dado N; = n, los tiempos de llegada en [0, t]

<< ---<T,<t
son variables aleatorias uniformes i.i.d. en [0, ¢].

Algoritmo 2.8 Para simular una realizacion de un proceso de Poisson homogéneo en [0,al:
1. Generamos N ~ Pois(A\a)
2. Dado N = n, generamos n variables i.i.d. n1,n2,...,m, ~ Unif[0,al.

3. Ordenamos {m,...,nm} para obtener los tiempos de llegada.

En R? mediante generacién condicional

Para un proceso de Poisson en R, dado IIy = n, la restriccién de II, a B tiene la misma
distribucién que un proceso binomial (n puntos aleatorios i.i.d. distribuidos uniformemente en
B).

Estas propiedades pueden usarse directamente para simular un proceso de Poisson en R? con
intensidad A > 0.

Algoritmo 2.9 Para simular una realizacién de un proceso de Poisson homogéneo en R%:

1. Dividimos R en hipercubos unitarios Qi, k=1,2,....
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2. Generamos variables aleatorias i.i.d. Ny ~ Pois(\)

3. Dado Ni = ny, generamos ny puntos aleatorios i.i.d. uniformemente distribuidos en Q.

Para generar una realizacién de un Proceso de Poisson I con intensidad constante A dentro
de una region irregular B C R%, es més sencillo generar un proceso de Poisson ¥ con intensidad A
en un conjunto C' O B mucho mas simple y, a continuacién, tomar 11, = YN B, es decir, quedarse
solo con los puntos de ¥ que caen dentro de B.

1.00

0.75

>0.50

0.25

0.00 -

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 2.6: Simulacién directa de un proceso de Poisson en dos dimensiones.

En la Figura 2.6 se muestra un ejemplo de simulacién de un proceso de Poisson en R? donde
cada cuadrado hace referencia a un hipercubo Q.

2.3.2. Procesos de Poisson no homogéneos

En el caso de procesos de Poisson no homogéneos el procedimiento de simulacién se complica
notablemente dependiendo de la complejidad de la funciéon A. En cualquier caso, el niimero de
puntos generados se puede obtener como una variable aleatoria de Poisson. Sin embargo, a la
hora de determinar las posiciones de dichos puntos es donde radica la dificultad.

Un método para simular Procesos de Poisson no homogéneos consiste en comenzar simulando
uno que si es homogéneo y, a continuacién, transformar adecuadamente los puntos a través de una

funcién determinista. Para ello conviene primero explicar en detalle este tipo de transformaciones
( [14, Lema 3.13 p. 88]).

Transformaciéon de procesos de Poisson

Lema 2.4 Sea IT un proceso puntual de Poisson en RY, d > 1 con intensidad \(u), u € R?.
Sea T : R — RY una transformacion diferenciable con |det DT (x)| # 0. Entonces W(-) = (TTI)(-)
es un proceso de Poisson con intensidad

A(x)
viy)= Y, T
) [4etDT ()]

xeT—1
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donde |detDT| representa el Jacobiano de T'. Se deriva aplicando el teorema de cambio de variable
introducido anteriormente.

Este lema nos proporciona el procedimiento para transformar procesos de Poisson y determinar
sus parametros de intensidad. A modo de ejemplo, rescatamos el ejemplo visto en la Seccién 2.2.1
para aplicar el lema anterior.

Ejemplo 9 (Coordenadas polares) Sea II, un proceso de Poisson homogéneo en R? con in-
tensidad A. La transformacion

T(x1,x0) = (27 + 23, arctan(zy/z1))

tiene Jacobiano 2. Asi, W = T(II\) es un proceso de Poisson homogéneo en (0,00) x [0,2m)
con intensidad \/2. Proyectando en la primera componente obtenemos un proceso de Poisson
homogéneo con intensidad \/2 x 2w = Ar.

Estas transformaciones permiten construir procesos de Poisson no homogéneos a partir de
procesos homogéneos. Sin embargo, en ocasiones el parametro intensidad A presenta argumentos
no independientes, o equivalentemente, no es factorizable, lo que hace mas dificil esta transfor-
macioén, ya que necesitamos simular cada una de sus componentes teniendo en cuenta la relaciéon
entre ellas.

Proceso de Poisson en B%(0) mediante tiempos de espera

Quine y Watson propusieron un método en 1984 ( [44]) que es conocido como el método de la
simulacién radial. Este método se utiliza para generar un proceso de Poisson en la bola B%(0) de
radio r, dimension d y centrada en el origen a partir de los tiempos de espera. En el caso d = 1,
la bola es un intervalo y el procedimiento es similar al primer algoritmo descrito anteriormente.

Algoritmo 2.10 Para simular una realizacion de un proceso de Poisson en B(0):

1. Generamos los tiempos de espera entre sucesos Si1,S2,... como variables aleatorias i.i.d.
distribuidas como una exponencial de pardmetro A\vg(B%(0)), donde vq(B%(0)) es la medida
de Lebesgue de la bola.

2. Generamos variables i.i.d. Uy, Us, ... ~ Unif(B%(0)).
3. Tomamos Ry =0y Rf = Ril +5;, coni=1,2,... hasta algun m tal que R, > 7.

4. Devolvemos los puntos R{Uq1, RoUa, ...

2.4. Simulacién de procesos derivados del proceso de Poisson

Los procesos puntuales derivados del proceso de Poisson, que fueron descritos en el capitulo
anterior, son relativamente sencillos de simular. En esta seccién proporcionamos los algoritmos
de los procesos de Cox y proceso de Cluster de Poisson basandonos en [14, Algoritmo 3.10 p. 91]
y [14, Algoritmo 3.11 p. 91].
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2.4.1. Proceso de Cox
Algoritmo 2.11 Para simular un proceso de Cox:
1. Generamos una realizacion de variable aleatoria intensidad A.
2. Dado A, generamos ¥ teniendo en cuenta de que se trata de un proceso de Poisson con

intensidad A.

2.4.2. Proceso Cltster de Poisson

Sea W un proceso Cluaster de Poisson estacionario formado por un proceso padre de Poisson
homogéneo Il de intensidad x y donde los clusters se pueden entender como un mecanismo
invariante ante traslaciones del tipo (, = (, + x, donde x es el punto padre y (, es un proceso
puntual, finito casi seguramente en R%. Para simular una realizacién de ¥ dentro de una ventana
acotada W, es necesario considerar los padres z; € Il que caen tanto fuera de W como dentro.

Algoritmo 2.12 Si (, C B,(0) casi seqguramente donde r estd fijado, entonces

1. Generamos una realizacion x del proceso de Poisson homogéneo con intensidad k en W &
B, (o).

2. Para cada x; € x generamos una realizacion de Cy,.
3. Tomamos

y:WﬂU%.

En la Figura 2.7 se representa el procedimiento para generar este tipo de procesos.

Figura 2.7: Construccién de un proceso Cluster. (a) Proceso de Poisson para generar los puntes
padres. (b) Cada padre da lugar a un clister de puntos. (c¢) Hasta obtener el conjunto de puntos
final.
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Capitulo 3

Generacion de procesos puntuales
mediante R

En este capitulo desarrollamos y aplicamos las técnicas y métodos de simulacién descritos en el
Capitulo 2 mediante el entorno de programacién R. Para ello se proporciona tanto el codigo en R
como los pasos fundamentales que se emplean en cada simulacion, ademés de las representaciones
graficas obtenidas. Algunos de estos algoritmos fueron abordados en la asignatura de Simulacién
de procesos estocésticos e inferencia estadistica del Master de Estadistica Aplicada de la UGR.

Antes de enfocarse en los métodos més importantes y de mayor complejidad, conviene co-
menzar mostrando y revisando algunos ejemplos de algoritmos sencillos para la generaciéon de
procesos puntuales que nos permitirdn méas adelante simular procesos mas complicados como los
de Poisson.

3.1. Puntos aleatorios distribuidos uniformemente en una regién
dada

De esta forma, se presentan a continuacién varios ejemplos de generacién de puntos aleatorios
distribuidos uniformemente sobre diferentes regiones de interés.

Puntos aleatorios uniformemente distribuidos en una caja

Un problema basico es la generacién de puntos uniformemente distribuidos dentro de una caja
(o hipercubo si se quiere generalizar) de dimensiones conocidas. Para ello basta con generar d
(donde d es la dimensién de la caja o hipercubo) variables aleatorias independientes y uniformes
X; ~ Unifla;,b;] (siendo a; y b; limites de la caja) y tomar X = (Xj,...,Xy) como un punto
aleatorio. El algoritmo queda como sigue ( [14, Ejemplo 3.18 p. 80]):

1. Generamos X; ~ Unif[a;, b;] variables aleatorias independientes mediante la funcién de R
runif(d,a,b), donde d es el nimero de variables generadas y a y b los limites para generarlos.

2. Tomamos el punto aleatorio X = (X, ..., Xg).

3. Repetimos hasta obtener tantos puntos aleatorios como se requiera.

A continuacion, se muestra el cdédigo empleado en R, detallando los pasos y representando
graficamente los resultados:
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df <- data.frame(x =u,y=v) #

# Representamos graficamente
library(ggplot2)

Punto aleatorio distribuido uniformemente en la caja de lados [0,1] y [0,1]

al2]) # Generamos v.a. uni. como coordenada eje T
b[2]) # Generamos v.a. uni. como coordenada eje y

#

n <- 100 # Numero de puntos generados
# Definimos los limites de la caja

a <- c(0,1)

b <- ¢(0,1)

u <- runif(n, min = a[1],max

v <- runif(n, min = b[1] ,max

Creamos dataframe con los puntos

ggplot(df, aes(x=x,y=y)) + geom_point() + theme_minimal()
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Figura 3.1: Simulacién de 100 puntos aleatorios distribuidos uniformemente sobre la caja [0, 1] x

[0, 1].

Puntos aleatorios uniformemente distribuidos en un disco de radio R

El problema anterior se puede generalizar a otro tipo de regiones més complejas, aunque el
procedimiento es similar. En este caso, vamos a generar puntos uniformente distribuidos en un
disco de radio R. Para ello procedemos de forma similar al ejemplo anterior ( [14, Ejemplo 3.19

p. 81]):

1. Generamos 11,12 ~ Unif]0, 1] variables aleatorias independientes de forma idéntica al ejem-

plo anterior.

2. Tomamos el punto aleatorio X = (R./n1 cos(2mn2), Ry/m sin(27n2)). Esta transformacién
permite mapear los puntos de la caja al disco de radio R.
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3. Repetimos hasta obtener tantos puntos aleatorios como se requiera.

# Punto aleatorio distribuido uniformemente en un disco
<- 1000 # Numero de puntos generados
r <- 1 #Definimos el radio del disco

(=}

u <- runif(n) #Variable aleatoria uniforme
v <- runif(n) #Variable aleatoria untforme

# Aplicamos la transformacién a polares

x < r * sqrt(u) * cos(2 * pi * v)

y <= r * sqrt(u) * sin(2 * pi * v)

df <- data.frame(x = x,y = y) # Creamos dataframe con los puntos
# Representamos graficamente

ggplot(df, aes(x=x,y=y)) + geom_point() + theme_minimal()
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Figura 3.2: Simulaciéon de 1000 puntos aleatorios distribuidos uniformemente sobre un disco de
radio 1.

3.2. Técnicas basicas de simulacion

Pasamos ya a la aplicaciéon del conjunto de principios basicos mas utilizados en simulacién y
que han sido descritos en detalle en el capitulo anterior, es decir, el método de la transformada
inversa, el método de Aceptacién-Rechazo y el método de composicién. Para cada una de las
técnicas se ha seleccionado un ejemplo practico de utilidad.
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3.2.1. Método de la transformada inversa

Aunque existen infinidad posibles aplicaciones de este método, en este caso se va a utilizar
como ejemplo la distribucién exponencial, un ejemplo clasico que fue abordado en la asignatura
de simulacion.

Variable exponencial

Para generar una variable exponencial mediante el método de la transformada inversa debemos
de tener en cuenta que su funcién de densidad es f(z) = A\e’ para 2 > 0y, por tanto, su funcién
de distribucién es F(z) = 1 — e~**. De esta forma el procedimiento consiste en:

1. Generar una variable aleatoria uniforme 7 en [0, 1] mediante runif.

2. Como la inversa de F es F~!(u) = —log(1 — u)/\. Tomamos £ = —log(1 —n)/\. De esta
forma, £ se distribuye exponencialmente.

# Distribucion exponencial mediante método Transformada inversa
n <- 1000 # Numero de puntos gemerados

lambda <- 0.5 # Pardametro de la exponencial

u <- runif(n) # Generamos wariables aleatoria untforme
x <- -log(l-u)/lambda # Generamos variable exp. mediante la funcidén inversa

df <- data.frame(x = x) # Creamos un dataframe con los puntos
# Representamos graficamente

ggplot(df, aes(x=x)) + geom_histogram(colour = "#1F3552", fill = "#4271AE") +
theme_minimal ()
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Figura 3.3: Simulacién de la distribucién exponencial mediante el método de la transformada
inversa.



3.2. Técnicas basicas de simulacién 31

3.2.2. Método de Aceptacién-Rechazo
Punto aleatorio uniformemente distribuido en una regién cualquiera

Una aplicaciéon sencilla del método de rechazo es utilizada para la generaciéon de puntos alea-
torios en una regién cualquiera B contenida en otra region mas simple C. En este caso, vamos a
tomar B como un tridngulo contenido en la caja unidad (regién C). De esta forma, el algoritmo
consiste en:

1. Generar un punto aleatorio en la caja unidad C tal y como hicimos en un ejemplo anterior.

2. Si esta dentro de la region triangular B, se devuelve el punto. En caso contrario, se vuelve

al paso 1.
# Punto aleatorio distribuido uniformemente en un tridngulo
n <- 1000 # Numero de puntos generados
# Definimos los limites de la regidon mas simple (caja)
a <- C(O’l)
b <- ¢(0,1)
u <- runif(n, min = a[l],max = a[2]) # Generamos v.a. uni. como coordenada eje T
v <- runif(n, min = b[1],max = b[2]) # Generamos v.a. uni. como coordenada eje y

df <- data.frame(x =u,y=v) # Creamos dataframe con los puntos
# Seleccionamos aquellos puntos que caen en la regidon de interés
df <- df [which(df$x <= df$y),] # Es decir, cuando comp. = < comp. y

# Representamos grdficamente
ggplot (df, aes(x=x,y=y)) + geom_point()+theme_minimal ()
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Figura 3.4: Simulacién de puntos aleatorios uniformes generados en un tridngulo mediante el
método de rechazo.
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Distribucién normal

Queremos generar una variable aleatoria X con distribuciéon normal de pardametros 4 =0y
o = 1. Sabemos por tanto que su funcién de densidad es

1
f(ﬂf)zﬁ

Para ello necesitamos otra funcién de densidad g que podamos simular de forma maés sencilla,
tal que exista una constante M > 0 que verifique f(x) < Mg(z). En este caso elegimos la doble

z2
e 2.,V eR.

exponencial con pardmetro A = 1y cota M = , /%. A continuacién, se detalla el algoritmo entero.

1. Generamos la variable aleatoria doble exponencial Y con funcién de densidad g. Para sim-
plificar el proceso hacemos uso de la funcién ddexp del paquete nimble, que nos proporciona
una secuencia de numeros distribuidos como una doble exponencial (en la siguiente seccién
se proporcionara un método sencillo para la generacién de esta distribucién).

2. Acontinuacién, generamos independientemente una variabl uniforme n ~ Unif[0, M] donde
M es la cota definida anteriormente.

3. Nos quedamos con aquellos valores que verifican n < f(Y)/g(Y).

# Distribucidn normal mediante el método de Aceptacidén—Rechazo
library(nimble) # Cargamos la libreria para generar la doble exponencial

n <- 1000 # Numero de puntos generados

y <- rdexp(n) # Generamos la doble exponencial
M <- sqrt((2*exp(1))/pi) # Definimos la cota
u <- runif(n,min = O,max = M) # Generamos la wvariable untforme

# Una vez generado, mos quedamos solo con los valores que verifican
# la expresion dada
x <= y[u * ddexp(y) <= dnorm(y)]

df <- data.frame(x = x) # Creamos dataframe con los puntos
# Representamos graficamente

ggplot(df, aes(x=x)) + geom_histogram(colour = "#1F3552", fill = "#4271AE") +
theme_minimal()
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Figura 3.5: Simulacién de una distribucién normal mediante el método de aceptacién-rechazo.

3.2.3. Método de composiciéon
Doble exponencial

Un buen ejemplo para ilustrar el método de composicién es la doble exponencial. Este algo-
ritmo detallado a continuacién es un caso particular de la mixtura de exponenciales vista en el
curso de simulacién. La funcién de densidad de la doble exponencial se escribe como

f(z) = %e_)‘m,V:c e R,

que se puede descomponer en
1 1
f(@) = 31(@) + 3 o)

donde fi y f2 son exponenciales tal y como indicamos en la secciéon 2.2.3. Notad que en este
caso p1 y p2 toman el valor 1/2. De esta forma, el algoritmo para generar la variable X se puede
escribir como:

1. Generamos dos variables uniformes 7,72 ~ Unif[0,1].

2. Sim < 05 (ya que p; = 1/2), generamos la variable con densidad f;, es decir, X =
—In(1 —n2)/A\

3. En caso contrario, generamos la variable con densidad fa, es decir, X = In(732)
# Doble exponencial mediante el método de composicion

n <- 1000 # Numero de wvariables generadas
lambda <- 0.5 # Parametro de la doble exponencial

u <- runif(n) # Generamos wvariable aleatoria untforme
v <- runif(n) # Generamos wvariable aleatoria uniforme
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x <- ifelse(u < 0.5,-log(1-v)/lambda,log(v)/lambda) # Si u < 0.5 generamos f1
# En caso contrario f2

df <- data.frame(x = x) # Creamos dataframe con los puntos
# Representamos graficamente

ggplot(df, aes(x=x)) + geom_histogram(colour = "#1F3552", fill = "#4271AE") +
theme_minimal ()
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Figura 3.6: Simulacién de la distribucién doble exponencial mediante el método de composicién.

3.2.4. Otros métodos
Box-Muller

A continuacion, se desarrolla el algoritmo de Box-Muller para la generacion de una distribucién
normal. Como se explicé en el Capitulo 2 ( [15, Algoritmo 3.1 p. 54]), el proceso consiste en:

1. Generar Uy ~ Unif[0, 1] y tomamos 0 = 27Uj.
2. Generar Uy ~ Unif[0, 1] y tomamos ¢ = —In Uy, R = /2€.

3. Tenemos que X = Rcosf y Y = Rsin# son variables aleatorias normales independientes.

# Método Box-Muller para la generacién de una distribuciéon normal
n <- 1000 # Numero de wvariables generadas

u <- runif(n) # Generamos wariable aleatoria uniforme
v <- runif(n) # Generamos vartiable aleatoria untforme
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theta <- 2 * pi * u# Generamos theta
R <- sqrt(2 * (-log(v))) # Generamos R

df <- data.frame(x = R*cos(theta),y = R*sin(theta)) # Creamos dataframe
# Representamos graficametne

ggplot (df, aes(x=x)) + geom_histogram(colour = "#1F3552", fill = "#4271AE") +
theme_minimal ()
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Figura 3.7: Simulacién de la distribucién normal mediante el método de Box-Muller.

3.3. Procesos de Poisson

Después de introducir los principios basicos de la simulacién, pasamos ya a procesos puntuales
maés interesantes como son los procesos de Poisson. En esta seccién, comenzaremos simulando
procesos de Poisson homogéneos temporales y, a continuacién, pasaremos a procesos espaciales,
donde trataremos tanto procesos homogéneos como no homogéneos.

3.3.1. Proceso homogéneo temporal

En el caso unidimensional existen dos posibles enfoques a la hora de simular el proceso de
Poisson tal y como vimos en el capitulo anterior. El primero de ellos se basa en generar los
tiempos de espera entre llegadas, mientras que la idea del segundo es generar los tiempos de
llegada. Ambas formas fueron abordadas en el curso de simulacién.

Mediante tiempos de espera

En este caso, el hecho fundamental que hay que tener en cuenta es que los tiempos de espera
entre sucesos se distribuyen como variables aleatorias exponenciales. Por tanto, para simular
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( [14, Algoritmo 3.5 p. 67]) una realizaciéon de un proceso de Poisson homogéneo en [0, Tp):

1. Generamos n tiempos de espera Si,53,... como variables aleatorias exponenciales de
parametro A. Para ello utilizadomos el método de la transformada inversa.

2. Calculamos los tiempos de llegada mediante la suma de los tiempos de espera, es decir,

3. Devolvemos el conjunto de tiempos de llegada T,, que verifican T,, < Tp.

# Proceso de Poisson mediante tiempos de espera
T_O0 <- 50 # Intervalo temporal
lambda <- 2 # Tasa de ocurrencia de los sucesos

n <- 200 # Numero de tiempos de espera generados

u <- runif(n = n - 1) # Generamos n-1 variables aleatorias uniformes

t <- c(0, cumsum(- log(u) / lambda)) # Generamos tiempos de espera (exponencial)
# Y los sumamos para obtener los tiempos de llegada

df <- data.frame(t = t, y = 1:n) # Dataframe con los resultados
df <- df[df$t < T_0,] # Tomamos los tiempos de llegada < T 0O

# Representacidén grafica
gegplot (data=df, mapping=aes(x=t, y=y)) +

geom_step()+
theme_minimal () +ylab("Numero de ocurrencias") + xlab("Tiempo")

75

50

Numero de ocurrencias

25

0 10 20 30 40 50
Tiempo

Figura 3.8: Simulacién de un proceso de Poisson homogéneo unidimensional mediante la genera-
cién de los tiempos de espera.
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Mediante generacion condicional

En este caso, nos centramos en generar directamente los tiempos de llegada como variables
aleatorias uniformes. Para simular ( [14, Algoritmo 3.6 p. 67]) una realizaciéon de un proceso de
Poisson homogéneo en [0, Tp]:

1. Generamos N ~ Pois(A1p). Para ello utilizamos la funcién de R rpois que proporciona
valores aleatorios de una distribucion de Poisson con parametro dado.

2. Dado N = n, generamos n variables i.i.d. n1,m2, ..., 7, ~ Unif[0, Tp].

3. Ordenamos {n1,...,n,} para obtener los tiempos de llegada.

# Proceso de Potsson mediante generaction condicional

T_O0 <- 50 # Numero de puntos

lambda <- 2 # Tasa de ocurrencia de los sucesos

# Generamos n° de ocurrencias en T_0 (como wvariable de Poisson)
npoints <- rpois(n = 1, lambda = lambda * T_O)

if (npoints > 0){

t <- c(0, sort(runif(npoints - 1) * T_0)) # Ordenamos los tiempos de llegada
telse{

t <- 0 # En el improbable caso de que npoints sea 0

}

df <- data.frame(y = 1l:npoints, t = t) # Dataframe con los resultados
# Representacidén grafica
ggplot(data=df, mapping=aes(x=t, y=y)) +

geom_step()+
theme_minimal () +ylab("Nimero de ocurrencias") + xlab("Tiempo")
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Figura 3.9: Simulacién de un proceso de Poisson homogéneo mediante generacién condicional.
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3.3.2. Proceso espacial

Pasamos ahora a procesos de Poisson en dos dimensiones, dejando de lado la variable temporal
y restringiéndonos a procesos puntuales espaciales iinicamente.

Homogéneo

En este primer ejemplo tratamos el caso homogéneo y sobre una regién rectangular (caja)
[0,T;] x [0,T,] de 4rea A visto en el curso de simulacién. El procedimiento es practicamente
idéntico al ejemplo explicado para puntos aleatorios distribuido uniformemente en una caja. Y la
generalizacion a regiones mas complejas se lleva a cabo de forma idéntica a la planteada al inicio
del capitulo. Asi, en este caso:

1. Generamos N ~ Pois(AA) donde A es el drea total. Para ello utilizamos nuevamente la
funcién de R rpois.

2. Una vez dado el ntamero de puntos N = n, generamos n variables i.i.d. x1,x2,...,T, ~
Unifl0,T,] y otras n y1,y2,...,Yn ~ Unif[0,T,]

3. Tomamos los puntos aleatorios como (x;, ;).

# Proceso de Poisson homogéneo espacial
# Definimos la region (caja)

T x <=1

Ty <-1

A<-T_x x Ty # Area total

lambda <- 100 # Tasa de ocurrenctia de los sucesos
npoints <- rpois(n = 1, lambda = lambda * A) # Generamos el numero de ocurrencias

# Generamos los puntos aleatorios
X <- runif(npoints) * T_x
y <- runif(npoints) * T_y

df <- data.frame(x = x, y = y) # Dataframe con los resultados
# Representacidén grafica

ggplot(data=df, mapping=aes(x=x, y=y)) +
geom_point()+ theme_minimal()
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Figura 3.10: Proceso de Poisson homogéneo espacial mediante generacion condicional.

No homogéneo: A depende de la coordenada =

En el caso de que el proceso de Poisson no sea homogéneo, debemos de tener en cuenta la
funcién de distribucién de los puntos sobre el espacio. En este ejemplo vamos a simular un proceso
de Poisson cuya intensidad A depende del eje z, es decir, A\(z,y) = 2. Para ello:

1. Comenzamos generando el niimero de puntos aleatorios como una variable de Poisson, es
decir, N ~ Pois(\Tp). El intervalo [0, Tp] define el segmento de la componente y.

2. Una vez dado el nimero de puntos N = n, generamos n variables i.i.d. y1,y2,...,yn ~
Unif]0,Tp] ya que la componente y no depende de A.

3. A continuacién, generamos las componente x teniendo en cuenta cémo se distribuyen. En
este caso, tomamos f(z) = 22, por lo que mediante el método de la transformada inversa
generamos i, o, .. .,In.

4. Tomamos los puntos aleatorios como (x;,y;).

# Proceso de Poisson no homegéneo (lambda depende de x)
# Definimos la Tegion

T x <-1

Ty <-1

A<-T_x x Ty # Area total

lambda <- 1000 # Tasa de ocurrencia de los sucesos
npoints <- rpois(n = 1, lambda = lambda * A) # Generamos el numero de ocurrencias

# Generamos los puntos aleatorios
x <- sqrt(runif (npoints)) * T_x # Modificamos distribucidon componente x
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y <- runif(npoints) * T_y

df <- data.frame(x = x, y = y) # Dataframe con los resultados
# Representacidén grafica

ggplot(data=df, mapping=aes(x=x, y=y)) +

geom_point () +
theme_minimal ()
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Figura 3.11: Simulacién de una realizacion de un proceso de Poisson no homogéneo espacial donde
A depende de x.

No homogéneo en B2(0) mediante el procedimiento radial

Tal y como se vi6 en el capitulo anterior, existe un método para simular un proceso de Poisson
en un bola B2(0) de radio r utilizando los tiempos de espera. El algoritmo ( [44]) se expone a
continuacion.

1. Generamos los tiempos de espera entre sucesos 51, 52, ... como variables exponenciales de
parametro AV (B%(0)). Donde V (B%(0)) es en este caso (d = 2) el area del disco de radio r
que viene dada por mr?.

2. Generamos variables i.i.d. Uy, Us,... ~ Unif(B2%(0)). Para este utilizamos la técnica des-
crita en la Seccién 3.1.

3. A continuacién, calculamos las distancias de los puntos al origen a partir de los tiempos de
espera. Es decir, Rp =0y R; = R;_1+ S;,coni=1,2,....

4. Los puntos simulados se obtienen multiplicando R1Uq, R2Us, .... Esta transformacion escala
la abcisa y la ordenada de cada punto uniforme generado, rompiendo asi la homogeneidad
del proceso inicial de Poisson.



3.3. Procesos de Poisson 41

# Procedimiento radial

lambda <- 1000 # Tasa de ocurrencia de los sucesos

r <- 1 #Definimos el radio del disco

npoints <- rpois(n = 1, lambda = lambda * pi * (r"2)) # Generamos n? ocurrencias

# Generamos los puntos en el bola

u <- runif(npoints) #Variable aleatoria untforme

v <- runif(npoints) #Variable aleatoria uniforme

x <- r * sqrt(u) * cos(2 * pi * v)

y <— r * sqrt(u) * sin(2 * pi * v)

s <- rexp(npoints,lambda * pi*(r~2)) # Generamos los tiempos de espera
R <- cumsum(s) # Obtememos los radios (distancias al origen)

df <- data.frame(x = R*x,y = Rxy)# Dataframe con los resultados

# Representacidén grafica
ggplot(df, aes(x=x,y=y)) +
geom_point() + theme_minimal ()
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Figura 3.12: Simulacién de una realizacion de un proceso de Poisson no homogéneo espacial
mediante el procedimiento radial.

En la Figura 3.12 se aprecia claramente que se trata de un proceso de Poisson no homogéneo
va que la densidad de puntos es mucho mayor alrededor del origen. Esto se puede visualizar de
forma muy clara representando la funcién de densidad de una de las componentes.
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ggplot (df, aes(x=x)) +
geom_density() + theme_minimal()
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Figura 3.13: Funcién de densidad de la componente x del proceso de Poisson generado mediante
el procedimiento radial.

En la Figura 3.13 se observa como la componente x del proceso de Poisson generado se
distribuye como una doble exponencial, lo cual confirma la no homogeneidad del proceso.

No homogéneo: )\ proporcional a la funcién de densidad normal

Otro ejemplo de proceso de Poisson no homogéneo interesante es aquel en el que la funcién A
es proporcional a la funcién de densidad de una distribucién normal en el plano. Por simplificar,
tomaremos el caso en el que la media es cero, la matriz de covarianzas es la identidad y no existe
correlacién entre componentes. De esta forma, la funcién A(z,y) se puede escribir como:

_w272+92
e 201-p?)

1
Az, y) = fxy(z,y) = m

donde p € (—1,1) es la correlacién entre X e Y que en este caso simplificaremos a p = 0.
El proceso para simular una realizacion se explica a continuacién:

1. Comenzamos generando el nimero de puntos aleatorios como una variable de Poisson, es
decir, N ~ Pois()\o).

2. Una vez dado el niimero de puntos N = n, generamos n variables i.i.d. y1,y2,...,y, con
distribucién normal.

3. A continuacion, generamos las componente x. Generamos n variables i.i.d. x1,x2,...,%y
con distribucién normal.
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4. Tomamos los puntos aleatorios como (x;,y;).

# Proceso de Poisson no homegéneo (lambda depende de x)
lambda <- 1000 # Tasa de ocurrencia de los sucesos
npoints <- rpois(n = 1, lambda = lambda) # Generamos el numero de ocurrenctias

# Generamos los puntos como wvariables normales independientes
x <- rnorm(npoints)
y <- rnorm(npoints)

df <- data.frame(x = x, y = y) # Dataframe con los resultados

# Representacidén grafica

ggplot (data=df, mapping=aes(x=x, y=y)) +
geom_point () +
theme_minimal ()
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Figura 3.14: Simulacién de una realizacion de un proceso de Poisson no homogéneo espacial donde
A coincide con la densidad conjunta de dos variables aleatorias normales independientes.

En la Figura 3.14 se aprecia que los puntos no estan distribuidos de forma homogénea, habien-
do mayor densidad alrededor del origen. Igual que en el ejemplo anterior, podemos representar la
distribucién de los puntos en una de las componentes (eje x por ejemplo) para apreciar como los
puntos se distribuyen segin la funcién de densidad de una normal, tal y como queriamos (Figura
3.15).

ggplot(df, aes(x=x)) +
geom_density() + theme_minimal()
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Figura 3.15: Funcién de densidad de la componente x de un proceso de Poisson con A proporcional
a la funcién de densidad de una normal.

3.4. Procesos derivados del proceso de Poisson

Finalmente, en esta seccién presentamos los algoritmos para la generaciéon de procesos deri-
vados del proceso de Poisson, concretamente, los procesos de Cox y procesos Cluster de Poisson.

3.4.1. Proceso de Cox

A continuacién, presentamos dos aplicaciones del algoritmo [14, Algoritmo 3.10 p. 91] para
generar procesos de Cox.

A variable aleatoria exponencial

En este primer ejemplo, tomamos la intensidad A como una variable aleatoria con distribucién
exponencial. Simulamos varias realizaciones en el plano para que se aprecien mejor las diferencias
entre ellas debido al caracter aleatorio de la intensidad. El procedimiento en similar al utilizado
en el proceso de Poisson homogéneo en una caja solo que en este caso la intensidad toma un valor
aleatorio en cada realizacién:

1. Generamos la variable intensidad A ~ Exp(«). Para ello utilizamos el comando de R rexp.

2. Generamos N ~ Pois(AA) donde A es el area total de la region en el plano. Para ello
utilizamos nuevamente la funciéon de R rpois.

3. Una vez dado el ntimero de puntos N = n, generamos n variables i.i.d. x1,x2,..., T, ~
Unif[0,Tp] y otras n y1,y2, ..., yn ~ Unif[0,Ty] donde Tj es el lado de la caja con drea A.

4. Tomamos los puntos aleatorios como (x;,y;). Este proceso se puede repetir tantas veces
como queramos para obtener difenretes realizaciones.
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# Proceso de Cox: Lambda wvariable exponencial

# Definimos la regién donde se localizan los puntos
T_x <- 100

T_y <= 100

A<-T_x x T_y # Area total

# Simulamos tres realizaciones
for (i in 1:3) {

# Generamos lambda como una variable exponencial de pardametro 30
lambda <- rexp(1l, rate = 30)

npoints <- rpois(n = 1, lambda = lambda * A) # Generamos n° ocurrencias
X <- runif(npoints) * T_x
y <- runif(npoints) * T_y

df <- data.frame(x = x, y = y) # Dataframe con los resultados

# Representacidén grafica

p <- ggplot(data=df, mapping=aes(x=x, y=y)) +
geom_point() + theme_minimal()

print(p)
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Figura 3.16: Tres realizaciones de un proceso de Cox con A variable exponencial de parametro

30.

Proceso Log-Gaussiano

Otro proceso de Cox usualmente estudiado es el Log-Gaussiano. Ya que una variable aleato-
ria normal puede tomar valores negativos, no es posible utilizarla directamente para generar la
intensidad A por ésta debe ser siempre positiva. Para superar esta dificultad se utiliza la distri-
bucién lognormal o Log-Gaussiana. Una variable aleatoria X se dice que sigue una distribucién
lognormal X ~ Lognormal(p,c?) si el logaritmo de X es una variable normal con media p y

desviacion tipica o.
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El algoritmo para generar este tipo de procesos es idéntico al ejemplo anterior, solo que
debemos de usar la distribuciéon lognormal para generar A. De esta forma, el procedimiento

queda como:

1. Generamos la variable intensidad A ~ Lognormal(u, c?). Para ello utilizamos el comando
de R rnorm.

2. Procedemos igual que en el ejemplo anterior. Generamos N ~ Pois(AA) donde A es el drea
total de la regién en el plano.

3. Una vez dado el nimero de puntos N = n, generamos n variables i.i.d. x1,x9,...,2y ~
Unif[0,Ty] y otras n y1,y2, ..., yn ~ Unif[0,Tp] donde Tj es el lado de la caja con drea A.

4. Tomamos los puntos aleatorios como (z;,y;). Este proceso se puede repetir tantas veces
como queramos para obtener difenretes realizaciones.

# Proceso Log-Gaussiano de Cox

# Definimos la regién donde se localizan los puntos
T x <- 10

Ty <- 10

A<-T_x x T_y # Area total

# Simulamos tres realizaciones
for (i in 1:3) {

# Generamos lambda como la exponencial de una variable aleatoria mormal
lambda <- exp(rnorm(1))

npoints <- rpois(n = 1, lambda = lambda * A) # Generamos n° ocurrencias
x <- runif(npoints) * T_x
y <- runif(npoints) * T_y

df <- data.frame(x = x, y = y) # Dataframe con los resultados

# Representacidén grafica

p <- ggplot(data=df, mapping=aes(x=x, y=y)) +
geom_point ()+theme_minimal ()

print(p)
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Figura 3.17: Tres realizaciones de un proceso Log-Gaussiano de Cox.

3.4.2. Proceso Claster de Poisson
Cltsters acotados

Para generar un proceso Cluster de Poisson debemos comenzar generando los clusters y, a
continuacién, simular los puntos aleatorios asociados a cada clister. En este caso vamos a simular
un proceso clister espacial. Este procedimiento sigue la idea del desarrollado en [14, Algoritmo
3.11 p. 91], consiste en:

1. Comenzamos generando una realizaciéon de un proceso de Poisson espacial homogéneo tal
y como describimos en la seccién anterior (conviene decir que el proceso seria semejante si
se tratara de un proceso no homogéneo). Este primer proceso puntual nos proporciona los
padres o clisters a partir de los cuales generamos los puntos aleatorios. Es decir, generamos
una realizaciéon de x del proceso de Poisson homogéneo con intensidad x en la region W.

2. Una vez generados los clusters, procedemos a generar procesos de Poisson para cada uno
de los clusters. Para ello, para cada z; € x generamos una realizacién de (,,;, es decir,
generamos un proceso de Poisson centrado en el disco B, (z;) de radio 7.

3. Una vez repetido el paso anterior para todos los clisters generados en el paso 1 se acaba
el proceso tomando todos los puntos generados que caen dentro de la regiéon W, es decir,

# Proceso Cluster

# Comenzamos generando un proceso de Poisson homogéneo espacial en una caja
T x <=1

Ty <-1

A<-T_x x Ty # Area total
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lambda <- 5 # Parametro de ocurrencia de los sucesos
npoints <- rpois(n = 1, lambda = lambda * A) # Generamos n° de ocurrencias en T_O

x <- runif(npoints) * T_x
y <- runif(npoints) * T_y
df <- data.frame(x = x, y = y) # Dataframe con los resultados
# Representacidén grafica
ggplot (data=df, mapping=aes(x=x, y=y)) +
geom_point ()+
theme_minimal ()
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Figura 3.18: Simulacién de los puntos padre o clisters a partir de los cuales se simulardn los
puntos aleatorios.

# Para cada punto generado, gemeramos un nuvo clister de puntos
df2 <- as.data.frame(c())
for (i in 1:dim(df)[1]) {

n <- rpois(n = 1, lambda = 5) # Ndmero de puntos generados en cada cluster
r <- 0.05 #Definimos el radio del disco

u <- runif(n) #Variable aleatoria untiforme
v <- runif(n) #Variable aleatoria uniforme

#Aplicamos la transformacién a polares
x <- r * sqrt(u) * cos(2*pi * v) + df$x[i]
y <- r * sqrt(u) * sin(2*pi * v) + df$yl[il
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df2 <- rbind(df2,data.frame(x = x,y = y))

}

df <- rbind(df,df2) # Unimos los puntos padre con los clisters

gegplot (data=df, mapping=aes(x=x, y=y)) +
geom_point () +
theme_minimal ()
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Figura 3.19: Simulaciéon de una realizaciéon de un proceso Clister de Poisson.

Clusters no acotados

El ejemplo anterior se puede complicar anadiendo una fuente de aleatoriedad més en el radio
del disco, es decir, podemos tomar los radios de los discos como una variable aleatoria de forma
que cada disco tenga radio R;. Asi, obtenemos el proceso de clisters no acotado. Este algoritmo
se desarrolla en detalle en [14, Algoritmo 3.12 p. 92], aqui presentamos una versién simplificada.

1.

Generamos el ntimero de puntos N ~ Pois(AA), donde A es la regiéon donde pueden situarse
los puntos. En nuestro caso, una caja.

. Generamos los puntos padre x;, o, ..., z, en dicha caja.

. Generamos N = n radios R; de los discos de los clisters como una variable aleatoria

exponencial.

Para cada clister ¢ generamos el nimero de puntos N; ~ Pois(uvq(Bgr,(x;))) (donde
v4(BR,(x;)) es el area del disco) y los n; puntos en su disco correspondiente Bp, (z;)

. Se combinan todos los puntos generados y se descartan aquellos que caen fuera de la region

A.
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# Proceso Cluster de Poisson mo acotado

# Comenzamos generando un proceso de Poisson ordinario
T x <-1

Ty <-1

A<-T_x x Ty # Area total

lambda <- 5 # Parametro de ocurrencia de los sucesos
npoints <- rpois(n = 1, lambda = lambda * A) # Generamos n° ocurrencias

X <- runif(npoints) * T_x
y <- runif(npoints) * T_y
df <- data.frame(x = x, y = y) # Dataframe con los resultados

# Representacidén grafica

ggplot(data=df, mapping=aes(x=x, y=y)) +
geom_point () +
theme_minimal() + x1im(0,1) + ylim(0,1)
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Figura 3.20: Simulacién de los puntos padre o clisters a partir de los cuales se simularan los
puntos aleatorios.

# Para cada punto generado, generamos un nuevo cluster de puntos
df2 <- as.data.frame(c())

mu <- 10 # Pardmetro intensidad de los clisters

for (i in 1:dim(df)[1]) {

r <- rexp(1,10) # Definimos el radio del disco como una variable ezponencial
n <- rpois(n = 1, lambda = mu * pi * r) # N° puntos generados en cada clister
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u <- runif(n) #Variable aleatoria uniforme
v <- runif(n) #Variable aleatoria untiforme

#Aplicamos la transformacién a polares
X <- r * sqrt(u) * cos(2*pi * v) + df$x[i]

y <— r * sqrt(u) * sin(2*pi * v) + df$y[i]

df2 <- rbind(df2,data.frame(x = x,y = y))

}

df <- rbind(df,df2) # Unimos los puntos padre con los clusters
df <- df[df$x <=T_x & df$x >=0 &
df$y <=T_y & df$y >=0,]

gegplot (data=df, mapping=aes(x=x, y=y)) +
geom_point () +
theme_minimal() + x1im(0,1) + ylim(0,1)
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Figura 3.21: Simulacién de una realizacion de un proceso Clister de Poisson donde los radios de
los discos son variables aleatorias.
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Conclusiones

Este Trabajo Fin de Master (TFM), titulado, Una Breve Introduccién a la Simulacion de
Patrones Puntuales Espaciales aborda, utilizando técnicas estandar en simulacién, basadas en
condicionamiento y cambio de variable, la generacion de patrones puntuales, esencialmente, bajo
el marco de procesos de Poisson, centrandose, fundamentalmente, en la formulacién espacial de
dichos procesos. Mas concretamente, tras introducir, en el Capitulo I, los elementos bésicos y
definiciones que permiten describir la clase de procesos puntuales, bajo el marco de procesos de
Poisson, en el Capitulo 2, se realiza una breve revision de las herramientas basicas que intervienen
en los métodos de simulacion estocéstica de distribuciones unidimensionales y bidimensionales.

Especificamente, se adoptardn agoritmos de simulacién, basados en dichos métodos, que per-
miten, a partir de la aplicacién de las herramientas usuales de condicionamiento, o bien, del
Teorema de Cambio de Variable, la generacién sencilla de modelos de Poisson homogéneos, no
homogéneos y doblemente estocasticos en el espacio. Se parte, en primera instancia, de la genera-
cién bésica de estos procesos en el tiempo (en parte analizada en el curso de simulacién), donde
la generacién, por ejemplo, de procesos de Poisson homogéneos en el tiempo, se obtiene de forma
directa, a partir de la propiedad de incrementos independientes y estacionarios de dicho proceso,
mediante aplicacién de las técnicas tradicionales de generacion de variables aleatorias unidimen-
sionales. Las diferentes caracterizaciones de un proceso puntual, o bien, en nuestro caso, de un
proceso de Poisson en sus diferentes variantes, en términos de una funcién aleatoria de recuento
(o distribucion aleatoria), o bien, en términos de los tiempos de espera, asi como de los tiempos
de ocurrencia asociados a los eventos aleatorios analizados, juegan un papel fundamental en el
disefio de dichos métodos segtn se describe en los Capitulos 1-2 del presente TFM. Finalmente,
el Capitulo 3 ilustra la implementacion de los métodos de simulacién estocatica descritos en el
Capitulo 2, en cédigo R, que permiten, en particular, graficar las salidas deseadas, incluyendo
realizaciones de patrones puntuales y funciones de densidad.

Debemos resaltar, segiin se comenta, en la Introduccién y en los Capitulos 1-2 de este TFM,
la importancia y utilidad de los métodos de simulacién descritos, en la validacién de modelos y
técnicas de prediccién para el anilisis de eventos que ocurren de forma aleatoria en el tiempo o
espacio. De hecho, como lineas abiertas que han quedado pendientes para trabajar en este TFM,
destacaremos:

= Revision de los métodos de generacién aleatoria de patrones puntuales espacio—temporales,
como extensién inmediata de los métodos analizados en el caso espacial.

= Aplicacién de las técnicas de simulacion estocastica descritas al andlisis estadistico de pa-
trones temporales, espaciales y espacio—temporales.

= Aplicacién de los métodos de generacion descritos en el andlisis asintético de los métodos
de estimacion paramétrica por maxima verosimilitud para patrones puntuales.

= Aplicacién de los métodos de generacién descritos en el andlisis asintético de los métodos
de estimacién para procesos puntuales basados en estadisticos de momentos.
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Conclusiones

s Aplicacién a datos reales de las técnicas de estimacién usuales, testadas en el punto anterior,
y validacién posterior de los métodos de estimacion y prediccion plug—in asociados.
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