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1.1.2. Algunos tipos de procesos estocásticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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2.1. Integral estocástica en el sentido de Itô . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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4.2.1. Caracteŕısticas de la curva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.3. Proceso de difusión Hubbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.4. Inferencia en el proceso de Hubbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.5. Estimación de los parámetros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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Introducción

En diversas áreas del conocimiento, tales como bioloǵıa, f́ısica, ingenieŕıa, economı́a, entre

otros, a menudo se enfrentan con el problema de modelar fenómenos o procesos que evolucionan

con el tiempo, es decir, sistemas dinámicos. Entre estos modelos se encuentran los procesos de

difusión y, en particular, los relacionados con fenómenos de crecimiento que son los de interés

en este trabajo.

Los procesos de difusión son casos especiales de procesos de Markov con trayectorias muestra-

les continuas que, para poder realizar inferencia, se necesita conocer las distribuciones del proceso

y las funciones de densidad en caso de que existan (en este trabajo se asume que existen). Si

bien estos procesos satisfacen la propiedad de Markov, esto no es suficiente para determinar las

distribuciones.

Dos maneras de abordar este problema son las siguientes: a) Dado que, bajo ciertas con-

diciones, los procesos de difusión satisfacen las ecuaciones de Kolmogorov y de Fokker-Planck,

se puede usar métodos como la Transformada de Laplace o el método de separación de varible

-entre otros- para resolver estas ecuaciones y aśı obtener las distribuciones de transición y las

funciones de densidad. b) Hacer uso de las ecuaciones diferenciales estocásticas. De hecho, las

ecuaciones diferenciales estocásticas fueron originalmente desarrolladas como una herramienta

para la construcción expĺıcita de las trayectorias de procesos de difusión dados los momentos

infinitesimales. Este último es el que se desarrolla en este trabajo.

En los problemas asociados a procesos de difusión, habitualmente se debe resolver ecuaciones

de la forma

dXt = b (t,Xt) dt+ σ (t,Xt) ξt , Xt0 = x0, t0 ≤ t ≤ T <∞,
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6 Ecuaciones diferenciales estocásticas y procesos de difusión

donde ξt es un ruido blanco. Este ruido blanco puede ser identificado con un proceso de

Wiener, a saber, Wt =
∫ t

0 ξsds. Tales ecuaciones fueron tratadas en primera instancia por Paul

Langevin (1872-1946) en el estudio del movimiento browniano de una part́ıcula en un fluido.

La forma integral de la ecuación anterior está dada por

Xt = x0 +

∫ t

t0

b (s,Xs) ds+

∫ t

t0

σ (s,Xs) dWs.

Respecto a las integrales que intervienen en la ecuación, la primera puede ser considerada

como una integral de Riemann-Stieltjes pero la segunda integral no, ya que, en particular, el

proceso de Wiener no es de variación acotada. En 1951, Kiyoshi Itô definió las integrales de la

forma
∫ t
t0
σ (s,Xs) dWs y con ello le dió una base sólida a la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales

estocásticas. Cabe destacar que, la integral en el sentido de Itô no es la única integral estocástica

que se ha definido, tal es el caso de la integral de Stratonovich. Sin embargo, para propósitos de

inferencia es la que ha resultado más útil.

El objetivo de este trabajo es abordar los procesos de difusión desde la óptica de las ecuacio-

nes diferenciales estocásticas y posteriormente tratar el tema de la inferencia para el proceso de

difusión lognormal con factores exógenos y aplicarlo a un problema real. La estructura del tra-

bajo es la siguiente: En el caṕıtulo 1 se presentan los conceptos básicos de procesos estocásticos

y ejemplos de procesos; asimismo, se da la definición de procesos de difusión y de los momen-

tos infinitesimales del proceso y, finalmente, se establece la relación entre las soluciones de las

ecuaciones de Kolmogorov y de Fokker-Planck y los procesos de difusión. El caṕıtulo 2 está

dedicado a las ecuaciones diferenciales estocásticas. Inicia con un resumen de la construcción

de la integral estocástica en el sentido de Itô, se presenta la definición y resultados importantes

relacionados con el teorema de existencia y unicidad de la solución de la ecuación diferencial

lineal y los procesos gaussianos y de difusión. El caṕıtulo finaliza con el uso de algunos métodos

clásicos de resolución de ecuciones diferenciales ordinarias al cálculo de ecuaciones estocásticas.

El caṕıtulo 3 está dedicado a los procesos de difusión relacionados con fenómenos de crecimien-

to, espećıficamente, al proceso de difusión lognormal no homogéneo; se presentan las principales

caracteŕısticas del proceso y las funciones de verosimilitud y log-verosimilitud. Por último, en
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el caṕıtulo 4 se analiza el proceso de difusión de Hubbert -el cual es un caso particular de los

procesos de difusión lognormal-. Al igual que en el caṕıtulo 3, se presentan las principales ca-

racteŕısticas del proceso, se determina las funciones de verosimilitud y log-verosimilitud y se

determina el sistema a resolver para determinar las estimaciones máximo verośımiles aplicando

el teorema de zehna. El caṕıtulo termina con una aplicación del proceso de Hubbert al problema

de estimar la producción de petróleo en Noruega y Kazajistán.
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Caṕıtulo 1

Procesos de difusión

1.1. Generalidades sobre procesos estocásticos

1.1.1. Definición y conceptos generales

Los procesos estocásticos son una herramienta fundamental para describir sistemas dinámicos

cuya evolución en el tiempo son de naturaleza probabiĺıstica. Es decir, los procesos estocásticos

ampĺıan el concepto de variable aleatoria para incluir el tiempo.

Definición 1.1.1. (Proceso estocástico) Sea I un conjunto ordenado, (Ω,F , P ) un espacio de

probabilidad y (E,G) un espacio medible. Un proceso estocástico es una colección de variables

aleatorias X = {Xt (ω) : t ∈ I, ω ∈ Ω} tal que, para cada t ∈ I, Xt es una variable aleatoria de

(Ω,F , P ) a (E,G).

El conjunto I puede ser discreto o continuo. En tal caso nos referimos al proceso como

proceso en tiempo discreto o proceso en tiempo continuo, según sea el caso. En lo que sigue se

asumirá que I = [t0, T ], con t0 > 0, t0 < T y T puede ser infinito.

En este trabajo asumiremos que el espacio de estados E es R o Rd, G es la σ-álgebra de los

conjuntos de Borel B o Bd.

Si X = {Xt (ω) : t ∈ I, ω ∈ Ω} es un proceso estocástico, entonces:

Xt (ω), para cada t fija, es una variable aleatoria R(o Rn)−valuada.

Xt (ω), para cada ω fija, es una funci ón R(o Rn)−valuada definida en I. Esta función de

denomina trayectoria muestral asociada a ω.

Daniel Solano Varela
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Dado que, para cada t ∈ I, Xt es una variable aleatoria, entonces se puede calcular una serie

de funciones asociadas al proceso, tales como: la función media, la función covarianza, la función

caracteŕıstica, la funciones momentos de orden k, entre otras.

Las distribuciones finito dimensionales de un proceso estocástico, son las distribuciones

de las variables aleatorias Ek-valuadas (Xt1 , ...Xtk), para algún k ∈ Z+ arbitrario y tiempos

arbitrarios ti ∈ I, i ∈ {1, ..., k} , dadas por

Ft1,...,tk (x) = P (Xt1 ≤ x1, ..., Xtk ≤ xk)

Un proceso estocástico {Xt : t ∈ I} tiene incrementos independientes si ∀n ∈ N, y para

cualquiera t1 < t2 < · · · < tn, las variables Xt1 , Xt2 −Xt1 , ..., Xtn −Xtn−1 son independientes.

De la definición se sigue que las distribuciones finito dimensionales del proceso vienen deter-

minadas por las distribuciones marginales unidimensionales y por las de Xti−Xti−1 , i = 2, ..., n.

Si la distribución de los incrementos Xt −Xs sólo depende de la diferencia t − s entonces

se dice que los incrementos son estacionarios. Si la distribución de Xt+s − Xs es igual a la

distribución de Xt, ∀s, t ≥ 0, entonces se dice que los incrementos son homogéneos.

Un proceso estocástico {Xt : t ∈ T} es estrictamente estacionario si ∀n ∈ N, ∀t1, ..., tn ∈

T , ∀h ∈ R tal que t1+h, ..., tn+h ∈ T y F 1, ...,Fn ∈ F se verifica

P
(
Xt1+h

∈ F 1, ..., Xtn+h
∈ Fn

)
= P (Xt1 ∈ F 1, ..., Xtn ∈ Fn )

De la definición anterior podemos ver que, si un proceso es estrictamente estacionario, en-

tonces las distribuciones finito-dimensionales son invariantes con respecto a una traslación en el

espacio paramétrico. Además, si E
[
|Xt|2

]
<∞, entonces:

a) Si la función media existe entonces es constante pues las distribuciones finito unidimensionales

coinciden.

b) CovX (s, t) := CovX (Xs, Xt) = Cov (0, t− s). Es decir, la función covarianza sólo depende

de la diferencia t− s.
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Un proceso estocástico {Xt : t ∈ T} tal que los momentos de segundo orden existen y, además,

satisface las condiciones a) y b) anteriores se dice que es débilmente estacionario.

1.1.2. Algunos tipos de procesos estocásticos

Martingalas

Definición 1.1.2. Una filtración es una colección de σ-álgebras{Nn}n≥1 tal que Nm ⊆ Nn,

cuando m ≤ n. En particular, la filtración canónica de un proceso {Xt : n ≥ 1} es aquella

sucesión de σ-álgebras definidas por Nn = σ {X1, ..., Xn}, n ≥ 1.

Definición 1.1.3. Se dice que un proceso estocástico X (t, ω) : [0,∞) × Ω → Rn es adaptado

con respecto a la filtración Nt si, para cada t ≥ 0, la función ω → X (t, ω) es Nt− medible.

Un proceso estocástico n-dimensional {Mt}t≥0 en (Ω,F , P ) es llamado una martingala con

respecto a la filtración { Nt}t≥0 (y con respecto a P ) si:

i) Mt es Nt-medible para todo t.

ii) E [|Mt|] <∞ para todo t.

iii) E [Mt|Ms] = Ms para todo t ≥ s.

Si en el punto iii) de la definición anterior se cambia el igual por ≤ o ≥, entonces el par

{Xt,Ft}t∈[t0,T ] es llamada una supermartingala o una submartigala, respectivamente.

Un ejemplo de una martingala es recorrido aleatorio simétrico

Xt =

 +1, con probabilidad 1/2.

−1, con probabilidad 1/2

Daniel Solano Varela
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Figura 1.1: Recorrido aleatorio simétrico

Procesos de Markov

Una de las clases de procesos que son de gran revelancia en este trabajo son los procesos de

Markov. La base para la teoŕıa de los procesos estocásticos de Markov fue establecida en 1906

por A. A. Markov quien, en su investigación de experimentos conectados, formuló el principio o

propiedad que ahora lleva su nombre y veremos a continuación.

Definición 1.1.4. (Proceso de Markov). Un proceso estocástico {Xt : t ∈ T} definido en el

espacio de probabilidad (Ω,F , P ) es llamado un proceso de Markov si satisface la siguiente

condición: Para t0 ≤ s ≤ t ≤ T y para todo B ∈ Bd, se cumple

P (Xt ∈ B|F [t0, s]) = P (Xt ∈ B|Xs)

con probabilidad 1.

La condición de la definición se conoce como la propiedad de Markov. Intuitivamente, la

propiedad de Markov indica que si el estado de un sistema en el tiempo presente es conocido, la

información adicional con respecto al comportamiento del sistema en el pasado no afecta nuestro

conocimiento del desarrollo probable en el futuro.

La propiedad de Markov es equivalente a la siguiente condición: ∀n ≥ 0 y para cualquiera

Daniel Solano Varela
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t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 ∈ T se verifica

P (X (tn+1) ≤ xn+1|X (tn+1) = xn, X (tn−1) = xn−1, ..., X (t0) = x0)

= P (X (tn+1) ≤ xn+1|X (tn) = xn) .

Si {Xt : t ∈ [t0, T ]} es un proceso de Markov, existe una distribución condicional P (Xs, s;B, t)

(ver [1]), llamada distribución de probabilidad de transición, correspondiente a la probabilidad

condicional P (Xt ∈ B|Xs = x).

La probabilidad P (Xs, s;B, t) satisface las siguientes propiedades:

a) P (·, t;x, s) es una probabilidad en Bd, para todo s, t, con s < t, y para todo x ∈ Rd.

b) P (B, t; ·, s) es Bd-medible, para todo s, t, con s < t, y B ∈ Bd.

c) Para t0 ≤ s ≤ u ≤ t ≤ T y B ∈ Bd se verifica la ecuación de Chapman-Kolmogorov:

P (B, t;x, s) =

∫
Rd
P (B, t; y, u)P (dy, u;x, s)

Si la probabilidad P (·, t;x, s) tiene una función de densidad, la cual denotaremos por f (x, t|y, s),

entonces la ecuación de Chapman-Kolmogorov se escribe como

f (x, t|y, s) =

∫
Rd
f (x, t|z, u) f (z, u|y, s) dz, ∀x, y, ∀s ≤ u ≤ t.

Si las probabilidades de transición verifican la propiedad

P (B, t;x, s) = P (B, t+ h;x, s+ h) , ∀x, ∀B ∈ Bd, ∀h ∈ R

se dirá que las probabilidades de transición son estacionarios y el proceso de Markov se dice

homogéneo en el tiempo.

La probabilidades de transición juegan un papel muy importantes en los procesos de Markov

porque a partir es estas, y de la distribución inicial, se obtienen las distribuciones finito dimen-

sionales. Es decir, si {Xt : t ∈ [t0, T ]} es un proceso de Markov, P (B, t;x, s) su densidad de

Daniel Solano Varela
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transición y Pt0 (A) la distribución de Xt0 , entonces para las distribuciones finito dimensionales

P (Xt1 ∈ B1, ..., Xtn ∈ Bn), con t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn y Bi ∈ Bd, se verifica

P (Xt1 ∈ B1, ..., Xtn ∈ Bn) =∫
Rd
∫
B1
· · ·
∫
Bn−1

P (Bn, tn;xn−1, tn−1) · P (dxn−1, tn−1;xn−2, tn−2) · · · · · P (dx1, t1;x0, t0)P (dx)

Otro aspecto relevante de las densidades de transición es la siguiente: Dada una probabilidad

de transición P (B, t;x, s). Entonces, para toda probabilidad inicial Pt0 en Bd, existe un espacio

de probabilidad (Ω,F , P ) y un proceso de Markov definido sobre este, el cual tiene distribución

de transición P (B, t;x, s) y para el cual Xt0 tiene distribución Pt0 .

A continuación se muestran un par de resultados importantes con respecto a los procesos de

Markov:

Si {Xt : t ∈ [t0, T ]} un proceso de Markov y g una función medible borel invertible, entonces

el proceso {g (Xt) : t ∈ [t0, T ]} es de Markov.

Si {Xt : t ∈ [t0, T ]} es un proceso con incrementos independientes para los cuales existen

las densidades finito dimensionales, entonces el proceso es de Markov. (ver [3])

Procesos Gaussianos

Definición 1.1.5. Un proceso estocástico {Xt : t ∈ [t0, T ]} es llamado gaussino si cualquier

combinación lineal de la forma
n∑
i=1

aiXti es una variable normal unidimensional.

De la definición vemos que una condición necesaria para que un proceso sea gaussiano es que

Xt sea normal, ∀t. Además, por la ley normal multivariante, para cualesquiera t1 < t2 < · · · <

tn ∈ [t0, T ], con n ∈ N, el vector (Xt1 , ..., Xtn)t es normal multivariante.

El siguiente teorema caractiriza los procesos gaussianos.

Teorema 1.1.1. Teorema. Un proceso estocástico {Xt : t ∈ [t0, T ]} es gaussiano si y solo si

se verifican las siguientes condiciones:

i. Es de segundo orden, es decir, E
[
X2
t

]
<∞, ∀t ∈ [t0, T ].
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ii. Para cualquier colección finita {t1, ..., tn}, con tj ∈ [t0, T ], y para todo λj ∈ R, j = 1, ..., n se

verifica

E

exp

i n∑
j=1

λjXtj

 = exp (i)
n∑
j=1

λjmX (tj)−
1

2

n∑
j=1

n∑
l=1

λjλlCX (tj , tl)

Del teorema anterior vemos que los procesos gaussianos vienen determinados a partir de las

funciones media y covarianza.

Un proceso gaussiano de gran interés para este trabajo es el proceso de Wiener o movimiento

browniano. A continuación su definición y algunas propiedades.

Definición 1.1.6. (Proceso de Wiener). Un proceso de Wiener o Movimiento Browniano es

un proceso gaussiano {Wt : t ≥ 0} cuyas distribuciones finito dimensionales están determinadas

por las siguientes condiciones:

1. mW (t) = 0, para todo t ≥ 0.

2. CW (s, t) = mı́n (s, t).

Un proceso de Wiener d-dimensional es un vector de d procesos de Wiener unidimensionales

independientes Wt = (W1 (t) , ...,Wd (t))t.

La gráficas que se a continuación corresponde a la simulación de un proceso de Wiener.

Figura 1.2: Proceso de Wiener

Daniel Solano Varela



16 Ecuaciones diferenciales estocásticas y procesos de difusión

Las propiedades más importantes del proceso de Wiener se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2. El proceso de Wiener verifica las siguientes propiedades:

a) W0 = 0 c.s.

b) Es un proceso de Markov.

c) Wt|Ws = ωs  N1 (ωs, t− s).

d) Es un proceso de incrementos independientes, estacionarios y homogéneos.

e) Es continuo muestral casi seguro.

1.2. Procesos de Markov y ecuaciones cinéticas

Ecuaciones cinéticas para procesos markovianos

Dado {Xt : t ∈ T} un proceso de Markov en tiempo continuo con espacio de estados conti-

nuo, es natural hacernos la siguiente pregunta: Si suponemos que las funciones de densidad de

transición f (x, t|y, s) existen, ¿Cómo calcularlas?

Si bien, las funciones de densidad de transición verifican la ecuación de Chapman-Kolmogorov

f (x, t|y, s) =

∫
f (x, t|z, τ) f (z, τ |y, s) dz. (1.1)

esto no es suficiente para calcular dichas densidades. Sin embargo, una manera de lograr el

objetivo consiste en buscar una forma diferencial de la ecuación (1) cuya solución nos proporcione

las densidades de transición. Las ecuaciones diferenciales que se obtienen son

∂f (x, t|y, s)
∂t

=

∞∑
n=1

(−1)n

n!

∂n [f (x, t|y, s)An (x, t)]

∂xn
(1.2)

y
∂f (x, t|y, s)

∂s
= −

∞∑
n=1

An (y, s)

n!

∂nf (x, t|y, s)
∂yn

, (1.3)
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donde An (x, t) = ĺım
∆t→0

1

∆t

∫
(y − x)n f (y, t+ ∆t|x, t) dy.

Estas ecuaciones son llamadas Ecuación Cinética Adelantada y Atrasada, respectivamente,

y las funciones An (t, x) se denominan momentos infinitesimales del proceso.

Note que

An (x, t) = ĺım
∆t→0

1

∆t

∫
(y − x)n f (y, t+ ∆t|x, t) dy = ĺım

∆t→0

1

∆t
E [(∆Xt)

n |Xt = x] ,

donde ∆Xt = Xt+h −Xt. Aśı, para ∆t pequeño, se tiene que

E [∆Xt|Xt = x] ≈ A1 (x, t) ∆t

E
[
(∆Xt)

2 |Xt = x
]
≈ A2 (x, t) ∆t.

El momento infinitesimal A1 (x, t) se llama media infimitesimal (o drift) del proceso y a

A2 (x, t) la varianza infinitesimal.

Si el proceso es homogéneo, entonces sus densidades de transición sólo dependen de la di-

ferencia entre el instante presente y el inicial, es decir, f (y, t+ ∆t|x, t) = f (y,∆t|x, 0), por lo

que los momentos infinitesimales no dependen del tiempo.

Por último, observe que las funciones An (t, x) corresponden a los momentos de los incre-

mentos condicionados del proceso.

1.3. Simplificación de las ecuaciones cinéticas. Teorema de Pa-

wula. Ecuaciones de Kolmogorov.

Observando las ecuaciones anteriores, vemos que para dar respuesta a nuestra pregunta

original se nos presenta el problema, no menos complejo, de que las derivadas son de orden alto.

El siguiente resultado nos proporciona la respuesta a la pregunta original debido a que reduce,

bajo ciertas condiciones, las ecuaciones anteriores a ecuaciones diferenciales de onden dos que

se podrán resolver ya sea por métodos anaĺıticos, o bien, por métodos numéricos.
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18 Ecuaciones diferenciales estocásticas y procesos de difusión

Teorema 1.3.1. (Pawula, 1967). Si An (x, t) <∞ ∀n ∈ N y si An (x, t) = 0 para algún n par,

entonces An (x, t) = 0 ∀n ≥ 3.

Para los detalles de la demostración ver [2].

Por lo tanto, bajo las condiciones del Teorema de Pawula, las ecuaciones cin’etica adelantada

y cinética atrasada quedan en la forma

∂f (x, t|y, s)
∂t

=
∂ [f (x, t|y, s)A1 (x, t)]

∂x
+

1

2

∂2 [f (x, t|y, s)A2 (x, t)]

∂x2
(1.4)

∂f (x, t|y, s)
∂s

+A1 (y, s)
∂f (x, t|y, s)

∂y
+
A2 (y, s)

2

∂2f (x, t|y, s)
∂y2

= 0, (1.5)

respectivamente. Estas ecuaciones se denominan Ecuación de Fokker-Planck y Ecuación de

Kolmogorov, respectivamente.

Note que en la ecuación (4) las variables iniciales están fijas mientras que en la ecuación (5)

se describe el desarrollo del proceso que conduce a un estado asignado en el instante presente.

1.4. Definición de proceso de difusión.

Los procesos de difusión son casos especiales de procesos de Markov con trayectorias muestra-

les continuas, los cuales son muy utilizados para modelar fenómenos de crecimientos en diversas

áreas del conocomiento.

Definición 1.4.1. Un proceso de Markov {Xt : t0 ≤ t ≤ T} con espacio de estados continuo y

en tiempo continuo se dice que es un proceso de difusión si tiene trayectorias continuas casi

seguro y ∀ε > 0 y ∀x se verifica

I. ĺım
h↓0

1

h

∫
|y−x|>ε

F (dy, t+ h|x, t) = 0

II. Existen funciones A1 (x, t) y A2 (x, t) tales que

a) ĺım
h↓0

1

h

∫
|y−x|≤ε

(y − x)F (dy, t+ h|x, t) = A1 (x, t).

b) ĺım
h↓0

1

h

∫
|y−x|≤ε

(y − x)2 F (dy, t+ h|x, t) = A2 (x, t).
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donde F (x, t|y, s) es la función de distribución de transición.

La primera condición significa que grandes cambios en un lapso muy corto por poco proba-

bles.

Note que las funciones A1 (x, t) y A2 (x, t) son los momentos truncados de los incrementos

condicionados y no corresponden exactamente a los definidos en las ecuaciones cinéticas. La

razón de usar los momentos infinitesimales truncados se debe a que estos siempre existen.

Si bien en la definición de un proceso de difusión sólo aparecen los dos primeros momentos

infinitesimales truncados, nos preguntamos: ¿los momentos infinitesimales truncados

ĺım
h↓0

1

h

∫
|y−x|≤ε

(y − x)n F (dy, t+ h|x, t)

cumplen alguna propiedad similar a la del teorema de Pawula? La respuesta es si. Se puede

demostrar que, para n > 2, ε > 0, t ∈ [t, T ] y x perteneciente al espacio de estados, se verifica

que

ĺım
h↓0

1

h

∫
|y−x|≤ε

(y − x)n F (dy, t+ h|x, t) = 0.

El resultado siguiente nos proporciona una herramienta que, en algunas ocasiones, es más

funcional al mometo de determinar si un proceso es de difusión.

Teorema 1.4.1. Sea {Xt : t ∈ T} un proceso de Markov en tiempo continuo, con espacio de

estados continuo, con trayectorias continuas casi seguro y que verifica las siguientes condiciones:

a) Existe δ > 0 tal que ∀x ĺım
h↓0

1

h

∫
(y − x)2+δ F (dy, t+ h|x, t) = 0.

b) Existen funciones A1 (x, t) y A2 (x, t) tal que ∀x

I. ĺım
h↓0

1

h

∫
(y − x)F (dy, t+ h|x, t) = A1 (x, t) .

II. ĺım
h↓0

1

h

∫
(y − x)2 F (dy, t+ h|x, t) = A2 (x, t) .

Entonces {Xt : t ∈ T} es un proceso de difusión.

Un aspecto importante a considerar del teorema anterior es que los momentos infinitesima-

les de orden 1 y 2, en caso de existir y con la condición anterior, coinciden con los momentos
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infinitesimales truncados. No obstante, el teorema anterior no garantiza que los momentos infi-

nitesimales de orden mayor a 2 sean nulos.

1.5. Proceso de difusión y las ecuaciones de Kolmogorov.

Los teoremas que se presentan a continuación nos muestran que los procesos de difusión

satisfacen las ecuaciones de Kolmogorov y de Fokker-Planck.

Teorema 1.5.1. Sea {Xt : t0 ≤ t ≤ T} un proceso de difusión. Suponga que para cada (x, t), su

función de distribución F (x, t|y, s) es dos veces derivable con respecto a y, siendo las derivadas

continuas y acotadas. Entonces F (x, t|y, s) es derivable con respecto a s y verifica la ecuación

atrasada de Kolmogorov

∂F (x, t|y, s)
∂s

+A1 (y, s)
∂F (x, t|y, s)

∂y
+
A2 (y, s)

2

∂2F (x, t|y, s)
∂y2

= 0, t0 < s < t < T

con la condición ĺım
s↑t
F (x, t|y, s) = ĺım

s↑t
P [Xt ≤ x|Xs = y] =

 1, si x ≥ y

0, si x < y

∣∣∣∣∣∣.
Es importante indicar que, en caso de que existan las densidades de transición, se verifica la

ecuación atrasada para las densidades con la condición inicial

ĺım
s↑t
f (x, t|y, s) = δ (x− y)

El siguiente resultado generaliza el resultado anterior a una clase más amplia de funciones.

Teorema 1.5.2. Sea {Xt : t0 ≤ t ≤ T} un proceso de difusión con función de distribución de

transición F (x, t|y, s). Sea ψ una función acotada y continua tal que u (y, s) =

∫
ψ (x)F (dx, t|y, s)

tenga primera y segunda derivadas continuas y acotadas respecto a y. Entonces la función u tiene

derivada con respecto a s para s < t y y ∈ R que satisface la ecuación

∂u (y, s)

∂s
+A1 (y, s)

∂u (y, s)

∂y
+
A2 (y, s)

2

∂2u (y, s)

∂y2
= 0, t0 < s < t < T
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con la condición de frontera ĺım
s↑t
u (y, s) = ψ (y).

Teorema 1.5.3. Sea {Xt : t ∈ T} un proceso de difusión. Supongamos que existes las deriva-

das
∂f (x, t|y, s)

∂t
,
∂ [A1 (x, t) f (x, t|y, s)]

∂x
y
∂2 [A2 (x, t) f (x, t|y, s)]

∂x2
y son continuas. Entonces

f (x, t|y, s) verifica la ecuación de Fokker-Planck

∂f (x, t|y, s)
∂t

= −∂ [A1 (x, t) f (x, t|y, s)]
∂x

+
1

2

∂2 [A2 (x, t) f (x, t|y, s)]
∂x2

, t0 < s < t < T

con la condición ĺım
t↓s
f (x, t|y, s) = δ (x− y).

Los teoremas anteriores nos dan las herramientas para determinar las distribuciones de

transición y las densidades de transición (en caso de que existan) de los procesos de difusión,

esto a través de la solución de las ecuaciones de Kolmogorov sujetas a las condiciones iniciales

dadas en los teoremas. Para resolver estas ecuaciones se emplean métodos matemáticos tales

como la transformada de Laplace, la transformada de Fourier, transformaciones al proceso de

Wiener, entre otros.

No obstante, solucionar estas ecuaciones es una tarea bastante compleja y depende de las

condiciones anaĺıcas de los momentos infinitesimales. Este tipo de problemas han sido objeto de

estudio de grandes matemáticos como es el caso de Feller.
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Caṕıtulo 2

Ecuaciones diferenciales estocásticas y procesos de difusión

Como vimos brevemente en el caṕıtulo anterior, obtener las densidades de transición de los

procesos de difusión a través de las ecuaciones de Kolmogorov es una tarea bastante compleja.

Otra manera es abordar este problema es a travé s de las ecuaciones diferenciales estocásticas y es

el propósito es este caṕıtulo. Para tal fin, necesitamos abordar el tema de integración estocástica

el cual se justificará más adelante.

2.1. Integral estocástica en el sentido de Itô

La integral en el sentido Itô, fue introducida en 1944 por el matemá tico japonés K. Itô, y

fue originalmente motivado por una construcción de procesos de difusión.

Recordemos que la solución del problema de valor inicial determińıstico

dx

dt
= f (t, xt) , xt0 = x0, (2.1)

con f (t, xt) una función continua, es equivalente a la solución de la ecuación integral

xt = c+

∫ t

t0

f (s, ts) ds

Pues bien, el análisis de sistemas dinámicos estocásticos frecuentemente conduce a ecuaciones

diferenciales estoc ásticas de la forma

dXt = b (t,Xt) + σ (t,Xt) ξt,
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donde b y σ son funciones Rd-valuadas y ξt es un ruido blanco.

Aunque ξt no es un proceso estocástico usual, la integral de ξt se puede identificar con un

proceso de Wiener, es decir,

Wt =

∫ t

0
ξsds

o bien, dWt = ξtdt.

Aśı, en analoǵıa con el caso determińıstico, la ecuación (2.1) se transforma en una ecuación

integral

Xt = c+

∫ t

t0

b (s,Xs) ds+

∫ t

t0

σ (s,Xs) dWt,

donde c es una variable aleatoria arbitraria.

La primera integral puede ser entendida como una integral de Riemann mientras que la se-

gunda es de carácter estocá stica y merece especial atención. Se puede probar que las trayectorias

de un proceso de Wiener son de variación no acotada casi siempre y, por lo tanto, la segunda

integral no se puede interpretar como una integral de Riemann-Stieltjes.

Suponga que 0 < t0 < T y σ (t, x) es dada. Queremos definir la integral

∫ T

t0

σ (t, x) dWt

Definición 2.1.1. Sea Wt (x) un proceso de Wiener n-dimensional. Entonces definimos Ft =

F (n)
t ser la σ-álgebra generada por las variables aleatorias {Wi (s) : 0 ≤ s ≤ t}1≤i≤n. Es decir,

Ft es la σ-álgebra más pequeña conteniendo todos los conjuntos de la forma

{ω : Bt1 (ω) ⊂ F1, Bt2 (ω) ⊂ F2, ..., Btk (ω) ⊂ Fk} ,

donde tij ≤ t y F ⊂ Rn son conjuntos de Borel para j ≤ k = 1, 2, .... Se asumirá que todo los

conjuntos de medida cero están en Ft. La σ-álgebra Ft la podemos interpretar como la historia

del proceso hasta el tiempo t.

En primera instancia se definirá la integral de Itô para la siguiente clase de funciones:

Definición 2.1.2. Sea Γ = Γ (t0, t) la clase de funciones X (t, x) : [0,∞)× Ω→ R tal que:
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I) (t, x)→ X (t, x) es B × F-medible, donde B denota la σ-álgebra de Borel sobre [0,∞) .

II) X (t, x) es Ft-adaptado.

III) E

[∫ t

t0

f2 (s, x) ds

]
<∞.

2.1.1. Integral de Itô

El procedimiento para definir la integral de Itô es análogo al de otros tipos de integrales, es

decir, empieza con la definición para una clase simple de funciones y luego se extiende por un

procedimiento de aproximación.

Para la función elemental φ (t, x) =
∑

j ej (x) ·χ[tj ,tj+1) (t) se define la integral estocástica en

el sentido Itô como ∫ t

t0

φ (s, x) dBs =
∑
j≥0

ej (x)
[
Wtj+1 −Wtj

]
(x) .

Una de las propiedades más importantes de la integral anterior es la que se presenta a

continuación (para detalles, ver [14]).

Lema 2.1.1. (Isometŕıa de Itô). Si φ (t, x) es acotada y elemental entonces

E

[(∫ t

t0

φ (s, x) dWs

)2
]

= E

[∫ t

t0

φ2 (s, x) dWs

]
(2.2)

Haciendo uso del lema anterior, se extiende la definición de la integral de funciones elemen-

tales a funciones de Γ. Los pasos se muestran a continuación:

Paso 1. Sea g ∈ Γ acotada y g (·, x) continua para todo ω. Entonces existe funciones elementales

φn ∈ Γ tal que

E

[∫ t

t0

(g − φn)2 ds

]
→ 0 cuando n→∞.

Paso 2. Sea h ∈ Γ acotada. Entonces existen funciones acotadas gn ∈ Γ tal que gn (·, ω) es

continua para todo x y n, y

E

[∫ t

t0

(h− gn)2 ds

]
→ 0.
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Paso 3. Sea f ∈ Γ. Entonces existe una sucesión {hn} ⊂ Γ tal que hn es acotada para cada n

y

E

[∫ t

t0

(f − hn)2 ds

]
→ 0 cuando n→∞

A partir de los pasos anteriores se tiene la siguiente definición:

Definición 2.1.3. (Integral de Itô). Para la función f ∈ Γ se define la integral en el sentido de

Itô como ∫ t

t0

f (s, x) dWs = ĺım
n→∞

∫ t

t0

φn (s, x) dWs (ĺımite en L2 (P ) ) (2.3)

donde {φn} es una sucesión de funciones elementales tal que

E

[∫ t

t0

(f (s, x)− φn (s, x))2 ds

]
→ 0 cuando n→∞

A partir de (2.2) y(2.3) obtienen los siguientes resultados:

Corolario 2.1.1. (Isometŕıa de Itô). Para f ∈ Γ se tiene que

E

[(∫ t

t0

f (s, x) dWs

)2
]

= E

[∫ t

t0

f2 (s, x) dWs

]

Corolario 2.1.2. . Si f (s, x) , fn (s, x) ∈ Γ (t0, t) y E

[(∫ t
t0

[fn (s, x)− f (s, x)]
)2
ds

]
→
n↑∞

0,

entonces ∫ t

t0

fn (s, x) dWs →
n↑∞

∫ t

t0

f (s, x) dWs en L2 (P )

Ejemplo 2.1.1. . Si W0 = 0, muestre que

∫ t

0
WsdWs =

1

2
W 2
t −

1

2
t.

Solución. Sea φn (s, ω) =
∑

Wtj (ω) · χ[tj ,tj+1) (s). Entonces

E

[∫ t

0
(φn (s, ω)−Ws)

2 ds

]
= E

∑
j≥0

∫ tj+1

tj

(
Wtj −Ws

)2
ds

 =
∑
j≥0

∫ tj+1

tj

E
[(
Wtj −Ws

)2]
ds

=
∑
j≥0

∫ tj+1

tj

(s− tj) ds =
∑
j≥0

1

2
(tj+1 − tj)2 →

∆tj→0
0
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Entonces, por el Corolario 2,

∫ t

0
WsdWs = ĺım

∆tj→0

∫ t

0
φndWs = ĺım

∆tj→0

∑
j≥0

Wj∆Wj

Ahora, utilizando la identidad a (b− a) =
1

2

(
b2 − a2

)
− 1

2
(a− b)2, se tiene que

∆W 2
j = W 2

j+1 −W 2
j = (Wj+1 −Wj)

2 + 2Wj (Wj+1 −Wj)

= (∆Wj)
2 + 2Wj∆Wj

Como B0 = 0, entonces

W 2
j =

∑
j≥0

∆W 2
j =

∑
j≥0

(∆Wj)
2 + 2

∑
j≥0

Wj∆Wj

⇒
∑
j≥0

Wj∆Wj =
1

2
W 2
j −

1

2

∑
j≥0

(∆Wj)
2

Desde que
∑

j≥0 (∆Wj)
2 →

∆tj→0
t en L2 (P ), pues E

∑
tj≤t

(
(∆Wj)

2 − t
)2

 = 2
∑

tj≤t (∆tj)
2,

obtenemos ∫ t

0
WsdWs =

1

2
W 2
t −

1

2
t.

Propiedades de la integral de Itô

Teorema 2.1.1. . Sean f, g ∈ Γ (0, T ) y sea 0 ≤ t0 < t < T . Entonces:

a)

∫ T

t0

fdWs =

∫ t

t0

fdWs +

∫ T

t
fdWs c.s.

b) Para c constante,

∫ T

t0

(cf + g) dWs = c

∫ T

t0

fdWs +

∫ T

t0

gdWs, c.s.

c) E

[∫ T

t0

fdWs

]
= 0

d)

∫ T

t0

fdWs es FT -medible.
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Una propiedad importante a destacar de la integral de Itô es que, para f ∈ Γ (0, T ), existe una

versión t-continua de la integral. Aśı, en adelante asumimos la versión t-continua de la integral.

Por otra parte, la integral

∫ t

0
f (s, ω) dWs es una martingala con respecto a la σ-álgebra Ft.

Para extender la integral de Itô sustituimos las condiciones ii) y iii) de la definición de

Martingala en la sección 1.1.2 por las siguientes condiciones:

ii’) Existe una familia creciente de σ-álgebras Ht, con t ≥ 0, tal que:

a) Wt es una martingala con respecto a Ht y

b) ft es Ht adaptada.

iii’) P
[∫ t
t0
f2 (s, ω) dWs (ω) <∞

]
= 1.

Definición 2.1.4. . Denotamos WH (t0, t) a la clase de procesos f (t, ω) ∈ R tal que f (t, ω)

es B × F-medible y satisface las condiciones ii’) y iii’) de arriba. Sea WH = ∩t>0WH (0, t). Si

H=F (n) escribimos W (t0, t) en vez de WF(n) (t0, t).

Sea Bt un proceso de Wiener unidimensional. Si f ∈ W (t0, t) entonces, para todo t, existen

funciones escalonadas fn tal que

∫ t

0
|fn − f | ds→ 0 en probabilidad. Para tal sucesión se verifica

que

∫ t

0
f (t, x) dWt = ĺım

n↑∞

∫ t

0
fn (t, x) dWt (ĺımite en probalidad) para f ∈ WH.

Nota. Al igual que en el caso anterior, existe una versión continua de esta integral.

2.2. Diferenciales estocásticas. La formula de Itô

Definición 2.2.1. . Sea Bt un proceso de Wiener unidimensional en (Ω,F , P ). Un proceso de

Itô (o integral estocástica) es un proceso estocástico Xt en (Ω,F , P ) de la forma

Xt = X0 +

∫ t

0
b (s, x) ds+

∫ t

0
σ (s, x) dWs (A1) (2.4)
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donde σ ∈ WH, por lo que

P

[∫ t

0
σ2 (s, ω) dWs <∞, ∀t ≥ 0

]
= 1

También, asumimos que b es Ht-adaptado y

P

[∫ t

0
|b (s, ω)| dWs <∞, ∀t ≥ 0

]
= 1

La ecuación (2.4) se escribe en forma diferencial como

dXt = bdt+ σdWt (A2) (2.5)

Teorema 2.2.1. (Fórmula de Itô). Sea Xt un proceso de Itô dado por

dXt = bdt+ σdWt

y sea g (t, x) ∈ C2 ([0,∞)× R), entonces

Yt = g (t,Xt)

es también un proceso de Itô y se verifica

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt) dt+

∂g

∂x
(t,Xt) dXt +

1

2

∂2g

∂x2
(t,Xt) · (dXt)

2 (A3) (2.6)

donde (dXt)
2 se calcula utilizando la tabla de multiplicación de McKean

× dt dWt

dt 0 0

dWt 0 dt
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Desarrollando la expresión (dXt)
2, la fórmula de Itô se expresa como

dYt =

[
∂g

∂t
(t,Xt) +

σ2

2

∂2g

∂x2
(t,Xt)

]
dt+

∂g

∂x
(t,Xt) dXt

La fórmula anterior es la versión estocástica de la regla de la cadena en cálculo diferencial.

A continuación se presentan algunos ejemplos de aplicación de la fórmula de Itô.

Ejemplo 2.2.1. Anteriormente probamos que, si W0 = 0, entonces

∫ t

0
WsdWs =

1

2
W 2
t −

1

2
t.

Obtengamos este resultado a partir de la fórmula de Itô.

Sea Xt = Wt y g (t, x) =
1

2
x2. Entonces, Yt =

1

2
W 2
t y aplicando la fó rmula de Itô obtenemos

que

dYt =
1

2
dt+WtdWt

Es decir,
1

2
d
(
W 2
t

)
=

1

2
dt+WtdWt

La cual equivale a la fórmula integral

∫ t

0
WsdWs =

1

2
W 2
t −

1

2
t

Ejemplo 2.2.2. . Muestre la fórmula integral

∫ t

0
sdWs = tWt −

∫
Wsds

Sea g (t, x) = tx y Xt = Wt. Entonces Yt = g (t,Wt) = tWt y aplicando la fórnula de Itô

obtenemos

dYt = Wtdt+ tdWt

Es decir,

d (tWt) = Wtdt+ tdWt
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La cual es equivalente a la fórmula integral

∫ t

0
sdWs = tWt −

∫ t

0
Wsds

Ejemplo 2.2.3. . Use el método de igualación de coeficientes para resolver la ecuación diferen-

cial estocá stica

dYt = −Ytdt+ e−tdWt, Y0 = 0

Queremos encontrar una función g (t, x) tal que Yt = g (t,Wt) sea solución de la ecuación.

Aplicando la fórmula de Itô se tiene que

dYt =

[
∂g

∂t
(t,Wt) +

1

2

∂2g

∂ω2
(t,Wt)

]
dt+

∂g

∂x
(t,Wt) dWt

Igualando los coeficientes se obtiene el sistema
∂g

∂x
(t, x) = e−t

∂g

∂t
(t, x) +

1

2

∂2g

∂x2
(t, x) = −g (t, x)

Integrando la primera ecuación con respecto a x se obtiene g (t, x) = e−tx+c (t). Sustituyendo

en la segunda ecuación y simplificando se obtiene c′ (t) = −c (t). Aśı, c (t) = ke−t y g (t, x) =

e−tx+ ke−t.

Para que se cumpla la condición inicial se debe tener que k = 0. Por lo tanto, g (t, x) = e−tx

y la solución de la ecuación es

Yt = e−tWt

Teorema 2.2.2. (Integración por Partes). Suponga que f (t, x) es continua y de variación aco-

tada con respecto a s ∈ [0, t], para casi todo x. Entonces

∫ t

0
f (s) dWs = f (t)Bt −

∫ t

0
Wsds
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Hasta este momento tenemos que si σ (x, t) ∈ Γ entonces la integral de Itô

Xt = X0 +

∫ t

0
σ (ω, t) dWs, t ≥ 0

es siempre una martingala con respecto a la filtración F (n)
t .

Si Xt y Yt son procesos de Itô, entonces

d (XtYt) = dXtYt +XtdYt + dXtdYt

y de ah́ı se deduce la fórmula general de integración por partes:

∫ t

0
XsdYs = XtYt −X0Y0 −

∫ t

0
YsdXs −

∫ t

0
dXsdYs

Ejemplo 2.2.4. . Demuestre la fórmula

∫ t

0
WsdWs =

W 3
t

3
−
∫ t

0
Wsds

Xt = W 2
t y Yt = Wt. Entonces

∫ t

0
W 2
s dWt = W 3

t −
∫ t

0
WsdW

2
s −

∫ t

0
dW 2

s dWs

= W 3
t −

∫ t

0
Ws (2WsdWs + ds)−

∫ t

0
(2WsdWs + ds) dWs

= W 3
t − 2

∫ t

0
W 2
s dWs −

∫ t

0
Wsdt− 2

∫ t

0
Wsdt

= W 3
t − 2

∫ t

0
W 2
s dWs − 3

∫ t

0
Wsdt

El resultado sigue de despejar la integral

∫ t

0
W 2
s dWt.
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2.3. Ecuaciones diferenciales estocásticas

2.3.1. Planteamiento general. Cálculo de la media y la varianza de la ecuación

Definición 2.3.1. Definición 1. Una ecuación diferencial estocástica (EDE) es una ecuación

de la forma

dXt = b (t,Xt) dt+ σ (t,Xt) dWt, Xt0 = x0, t0 ≤ t ≤ T <∞ (2.7)

La forma integral de la ecuación (2.7) está dada por

Xt = x0 +

∫ t

t0

b (s,Xs) ds+

∫ t

t0

σ (s,Xs) dWs (2.8)

La media y la varianza de la ecuación (2.8)

Para las aplicaciones, la información más importante que necesitamos saber de un proceso

es la media y la varianza.

Tomando la esperanza en (2.8) y usando la propiedad de que la media de la integral de Itô

es cero obtenemos

E [Xt] = x0 +

∫ t

0
E [b (s,Xs)] ds (2.9)

Aplicando el teorema fundamental del cálculo estocástico obtenemos

d

dt
E [Xt] = E [b (s,Xs)] (2.10)

En algunos casos la ecuación (2.10) se puede resolver de manera exacta. A continuación

mostramos algunos ejemplos.

1. Si b (t,Xt) = b (t), entonces
d

dt
E [X (t)] = b (t) e integrando con respecto a t obtenemos

E [Xt] = x0 +
∫ s

0 b (s) ds.

2. Si b (t,Xt) = α (t)Xt+β (t), con α (t) y β (t) funciones determińısticas continuas, entonces

d

dt
E [Xt] = α (t)E [Xt] + β (t)
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la cual es una ecuación diferencial lineal en la variable E (Xt) cuya solución es

E [Xt] = eA(t)

(
X0 +

∫ t

0
e−A(s)β (s) ds

)
, donde A (t) =

∫ t

0
α (s) ds

3. Si Xt es un proceso que satisface la ecuación diferencial estocástica dXt = α (t)Xtdt +

σ (t) dWt entonces la media y la varianza de Xt están dadas por

E [Xt] = eA(t)X0

V ar [Xt] = e2A(t)

∫ t

0
e−A(s)σ2 (s) ds,

donde A (t) =
∫ t

0 α (s) ds.

2.3.2. Existencia y unicidad de la solución. La solución como proceso de

Markov y de difusión

Teorema 2.3.1. (Teorema de existencia y unicidad). Sea T > 0 y sean b (·, ·) : [0, T ]×Rn → Rn,

σ (·, ·) : [0, T ]× Rn → Rn×m funciones medible que satisfacen las siguientes condiciones:

a) Condición de Lipschitz: |b (t,Xt)− b (t, y, )|+ |σ (t, x)− σ (t, y)| ≤ K |x− y|, x, y ∈ Rn

b) Restricción de crecimiento: |b (t, x)|2 + |σ (t, x)|2 ≤ K2
(

1 + |x|2
)

, x ∈ Rn, t ∈ [0, T ] .

Entonces la ecuación la ecuación (2.1) tiene en [0, T ] una única solución Xt y con valores

en Rn, continua con probabilidad 1, que satisface la condición inicial Xt0 = x0; es decir, si Xt

y Yt son soluciones de la ecuación (2.1) con el mismo valor inicial x0, entonces

P

[
sup

t0≤t≤T
|Xt − Yt| > 0

]
= 0

Los teorema que se muestran a continuación caracterizan la solución de la ecuación diferencial

(2.7) que satisfacen el teorema anterior.
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Teorema 2.3.2. . Para la ecuación diferencial estocástica (2.7), con la condición inicial Xt0 =

x0, independiente de Wt−Wt0, para t ≥ t0. Si la ecuación satisface las condiciones del teorema

de existencia y unicidad, entonces la solución Xt de la ecuación para valores iniciales arbitrarios

es un proceso de Markov en el intervalo [t0, T ] cuya función de distribución inicial en el instante

t0 es la distribución de x0 y con probabilidades de transición dadas por

P (s, x, t, B) = P (Xt ∈ B|Xs = x) = P [Xt (s, x) ∈ B] ,

donde Xt (s, x) es la solución de la ecuación

Xt = x+

∫ t

t0

b (u,Xu) du+

∫ t

t0

σ (u,Xu) dWu, t0 ≤ s ≤ t ≤ T

Teorema 2.3.3. . Suponga que las condiciones del teorema de existencia y unicidad se verifican

para la ecuación (2.1) con la condición inicial Xt0 = x0, independiente de Wt−Wt0. Si b (t, x) =

b (x) y σ (t, x) = σ (x) en el intervalo [t0, T ], entonces la solución Xt es, para el valor inicial

arbitrario x0, un proceso de Markov homogéneo con probabilidades de transición (estacionario)

P (Xt ∈ B|Xt0 = x) = P (t− t0, x,B) = P [Xt (t0, x) ∈ B] ,

donde Xt (t0, x) es la solución de la ecuación (1), con la condición inicial Xt0 = x.

Teorema 2.3.4. . Suponga que las condiciones del teorema de existencia y unicidad se verifican

para la ecuación (2.1), con la condición inicial Xt0 = x0, t0 ≤ t ≤ T . Si además, b y σ tienen

trayectorias continuas, entonces la solución Xt de (2.7) es un proceso de difusión en [t0, T ] con

deriva(drift) A1 (t, x) = b (t, x) y difusión A2 (t, x) = σ (t, x)σt (t, x).

2.3.3. Ecuaciones diferenciales estocásticas lineales

Definición 2.3.2. . Una ecuación diferencial estocástica

dXt = b (t,Xt) dt+ σ (t,Xt) dWt (2.11)
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para el proceso n-dimensional Xt en el intervalo [t0, T ] es lineal si la funciones b (t,Xt) y

σ (t,Xt) son funciones lineales de x en [t0, T ]×Rn, es decir, si la ecuación diferencial (2.11) es

de la forma

dXt = (A (t)x+ a (t)) dt+ (C (t)x+ c (t)) dWt (2.12)

La ecuación diferencial (2.12) se dice que es homogénea si a (t) = c (t) = 0. Si C (t) = 0

decimos que la ecuación es lineal en el sentido estricto.

Teorema 2.3.5. . Cosidere la ecuación diferencial lineal (2.9), definida en [t0, T ] , y con la

condici ón inicial Xt0 = x0, independiente de W (t)−W (t0). Si las funciones A, a, C y c son

medibles y acotadas en [t0, T ], entonces existe una única solución de la ecuación. Adem ás, si

la condición se verifica para todo subintervalo de [t0,∞), la ecuación tiene soluci ón global en

[t0,∞).

Corolario 2.3.1. . Considere la ecuación diferencial lineal (2.12). Si A, a, C y c son constantes,

entonces siempre existe una solución global.

A continuación se presenta la solución de la ecuación diferencial (2.12) cuando C (t) = 0.

Teorema 2.3.6. . La ecuación diferencial

dXt = (A (t)x+ a (t)) dt+ c (t) dWt , t0 ≤ t ≤ T (2.13)

tiene solución

Xt = Φ (t)

(
x0 +

∫ t

t0

Φ−1 (s) a (s) ds+

∫ t

t0

Φ−1 (s) c (s) dWs

)
, (2.14)

donde Φ (t) es la solución de la ecuación diferencial ordinaria X ′t = A (t)Xt.

Prueba. Sea

Yt = x0 +

∫ t

t0

Φ−1 (s) a (s) ds+

∫ t

t0

Φ−1 (s) c (s) dWs
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Entonces, Yt es un proceso de Itô con diferencial

dYt = Φ−1 (t) a (t) dt+ Φ−1 (t) c (t) dWt

= Φ−1 (t) [a (t) dt+ c (t) dWt]

Por el teorema de Itô Xt = Φ (t)Yt es también un proceso de Itô y verifica que

dXt = Φ′ (t)Ytdt+ Φ (t) dYt +
1

2
· 0 · (dYt)2

= A (t) Φ (t)Ytdt+ Φ (t) Φ−1 (t) [a (t) dt+ c (t) dWt]

= [A (t)Xt + a (t)] dt+ c (t) dWt

En particular, si A (t) = A, es decir, A es constante, entonces (2.14) toma la forma

Xt = eA(t−t0)c+

∫ t

t0

eA(t−s) (a (s) ds+ c (s) dWs)

y en general,

X (t) = exp

(∫ t

t0

A (s) ds

)[
x0́ +

∫ t

t0

exp

(
−
∫ t

t0

A (u) du

)
[a (s) ds+B (s) dWs]

]

Asemás, si E [|x0|] <∞, la solución tiene momentos de segundo orden y se pueden calcular

como se muestra a continuación:

Teorema 2.3.7. . Sea Xt la solución de la ecuación diferencial estocástica

dXt = (A (t)Xt + a (t)) dt+ c (t) dWt, Xt0 = x0 (2.15)

y suponga que E
[
|x0|2

]
<∞. Entonces

(a)

mt = E [Xt] = Φ (t)

(
E [X0] +

∫ t

t0

Φ−1 (s) a (s) ds

)
(2.16)

.
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Por lo tanto, mt es la solución de la ecuación diferencial ordinaria

m′t = A (t)mt + a (t) , mt0 = x0

(b)

K (s, t) = Cov [Xs, Xt]

= Φ (s)
(
Cov [x0] +

∫ mı́n(s,t)
t0

Φ−1 (u) c (u) ct (u)
(
Φ−1 (u)

)t
du
)

Φt (t) (A14)
(2.17)

En particular, K (t) = Cov [Xt] es solución de la ecuación diferencial

K ′ (t) = A (t)K (t) +K (t)At (t) + c (t) ct (t) , K (t0) = Cov [x0]

El siguiente teorema caracteriza la solución de la ecuación diferencial (2.13).

Teorema 2.3.8. . La solución (2.14) de la ecuación diferencial (2.15) es un proceso Gaussiano

Xt si y solo si x0 tiene distribución gaussiano o es constante. La media mt y la covarianza están

dados por (2.16) y (2.17), respectivamente. El proceso Xt tiene incrementos independientes si y

solo si x0 es constante o A (t) = 0, para todo t ∈ [t0, T ] (o sea, Φ (t) = I, para todo t ∈ [t0, T ]

). Además el proceso es gaussiano y estacionario si la función A (t) = A, c (t) = c y a (t) = 0,

para todo t ∈ [t0, T ], los valores propios de A tienen parte real negativa y x0 es normal de media

cero o covarianza K, con K la solución

K =

∫ ∞
0

eAtccteA
ttdt

de la ecuación A (t)K (t)+K (t)At (t) = −c (t) ct (t). En tal caso, el proceso verifica E [Xt] =

0 y

Cov [XtXs] =

 eA(s−t)K, s ≥ t ≥ t0

KeA
t(s−t), t ≥ s ≥ t0
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2.3.4. Algunas técnicas de resolución.

2.3.4.1. Si b (t,Xt) = b (t) y σ (t,Xt) = σ (t)

En este caso la solución de la ecuación diferencial (A4) tiene distribución guassiana con

media X0 +

∫ t

0
b (s) ds y varianza

∫ t

0
σ2 (s) ds.

Ejemplo 2.3.1. . Resuelva la ecuación diferencial estocástica dXt =
t

t2 + 1
dt+
√
tdWt, X0 = 0.

Calculamos la media y la varianza:

Media: X0 +

∫ t

0
b (s) ds =

∫ t

0

t

t2 + 1
ds =

1

2
ln
(
t2 + 1

)
Varianza:

∫ t

0
σ2 (s) ds =

∫ t

0
sds =

t2

2
.

Por lo tanto Xt ; N

(
1

2
ln
(
t2 + 1

)
,
t2

2

)
Si b (t,Xt) = b (t,Wt) y σ (t,Xt) = σ (t,Wt) entonces la solución de la ecuación diferencial

(2.1) está dada por

Xt = X0 +

∫ t

0
b (s,Ws) ds+

∫ t

0
σ2 (s,Ws) dWs

Ejemplo 2.3.2. . Resuelva la ecuación diferencial estocástica et/2dXt = dt + eWtdWt, con

X0 = 0.

Multiplicando la ecuación por e−t/2 e integrando obtenemos

Xt =

∫ t

0
e−s/2ds+

∫ t

0
e−s/2+WsdWs

Aplicando la fórmula

∫ T

0
e−

λ2t
2
±λWtdt = ± 1

λ

(
e−

λ2T
2
±λWT − 1

)
vemos que la solución está

dada por

Xt = −2
(
e−t/2 − 1

)
+
(
e−t/2+Wt − 1

)
= −2e−t/2 + e−t/2+Wt + 1

= e−t/2
(
eWt − 2

)
+ 1
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2.3.4.2. Ecuaciones diferenciales exactas

Definición 2.3.3. . La EDE

dXt = b (t,Wt) dt+ σ (t,Wt) dWt (2.18)

es llamada exacta si existe una función diferenciable f (t, x) tal que

b (t,Wt) = ∂tf (t, x) +
1

2
∂2
xf (t, x) (2.19)

σ (t, x) = ∂xf (t, x) (2.20)

Ahora, suponga que la ecuación (2.18) es exacta, entonces sustiyendo (2.19) y (2.20) en (2.18)

se tiene

dXt =

(
∂tf (t, x) +

1

2
∂2
xf (t, x)

)
dt+ ∂xf (t, x) dWt

Aplicando la fórmula de Itô se tiene que

dXt = d (f (t,Wt))

lo cual implica que Xt = f (t,Xt) + c

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales parciales (2.19) y (2.20) requiere los

siguientes pasos:

1. Integre parcialmente la ecuación (2.20) con respecto a x para obtener f (t, x) con una

constante aditiva T (t).

2. Sustituya enla primera ecuación y determine la función T (t) .

3. La solución es Xt = f (t,Wt) + c, con c determinada por la condición inicial.

Ejemplo 2.3.3. . Resuelva la ecuación diferencial estocástica dXt = et
(
1 +W 2

t

)
dt+

(
1 + 2etWt

)
dWt,

con X0 = 0.
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El sistema de ecuaciones a resolver es
∂tf (t, x) +

1

2
∂2
xf (t, x) = et

(
1 + x2

)
∂xf (t, x) = 1 + 2etx

Integrando la segunda ecuación con respecto a x obtenemos

f (t, x) = x+ etx2 + T (t)

Ahora, ∂tf (t, x) = etx2 + T ′ (t), ∂2
xf = 2et. Sustituyendo en la primera ecuación obtenemos

etx2 + T ′ (t) + et = et
(
1 + x2

)
= et + etx2

⇒ T ′ (t) = 0

⇒ T (t) = c

Por lo tanto, f (t, x) = x + etx2 + c y Xt = f (t,Wt) = Wt + etW 2
t + c. Como X0 = 0,

entonces c = 0 y la solución de la ecuación es Xt = Wt + etW 2
t .

Teorema 2.3.9. . Si la ecuación diferencial estocástica (2.18) es exacta, entonces las funciones

b (t, x) y σ (t, x) satisfacen la condición

∂xb (t, x) = ∂tσ (t, x) +
1

2
∂2
xσ (t, x) (2.21)

En importante notar que la condición (2.21) es una condición necesaria para que la ecuación

(2.18) sea exacta.

2.3.4.3. Integración por inspección

El método de inspección consiste en ver la posibilidad de aplicar las fórmulas del producto

o cociente dadas por

d [f (t)Xt] = f ′ (t)Xtdt+ f (t) dXt
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d

(
Xt

f (t)

)
=
f (t) dXt − f ′ (t)Xtdt

f (t)2

Aśı, si la ecuación diferencial estocástica se puede escribir en la forma

dXt = f ′ (t)Xtdt+ f (t) dXt

entonces se verifica que

dXt = d [f (t)Xt]

e integrando obtenemos que la solución está dada por

Xt = X0 + f (t)X (t)

Ejemplo 2.3.4. . Resuelva la ecuación diferencial estocástica e−2tdXt =
(
1 + 2W 2

t

)
dt+2WtdWt.

Multiplicando la ecuación diferencial por e2t obtenemos

dXt = e2t
(
1 + 2W 2

t

)
dt+ 2e2tdWt

Reagrupando obtenemos

dXt =
(
2e2tW 2

t

)
dt+ e2t (2WtdWt + dt)

Dado que d
(
e2t
)

= 2e2tdt y d
(
W 2
t

)
= 2WtdWt + dt, aplicando la fórmula del producto la

ecuación toma la forma

dXt = d
[
e2tW 2

t

]
Aśı, la solución de la ecuación está dada por

Xt = e2tW 2
t + c, con c ∈ R.

Ejemplo 2.3.5. . Resuelva la ecuación diferencial estocástica t3dXt =
(
3t2Xt + t

)
dt+ t6dWt,

con X1 = 0.
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Reescribiendo la ecuación y luego multiplicando por t6 obtenemos

t3dXt − d
(
t3
)
Xt

(t3)2 = d

(
− t
−4

4

)
+ dWt

Aplicando la fórmula del cociente la ecuación toma la forma

d

(
Xt

t3

)
= −d

(
t−4

4

)
+ dWt

Integrando de 1 a t obtenemos

Xt

t3
= − t

−4

4
+ c+Wt −W1

Como X1 = 0 se tiene que c = 1/4 y por lo tanto la solución es

Xt =
t−1

4
+
t3

4
+Wt −W1

2.3.4.4. Ecuaciones diferenciales estocásticas lineales

Considere la ecuación diferencial estocástico (2.7) con b (t,Xt) = α (t)Xt + β (t) , es decir,

dXt = [α (t)Xt + β (t)] dt+ σ (t,Wt) dWt (2.22)

La cual reescribimos como

dXt − α (t)Xtdt = β (t) dt+ σ (t,Wt) dWt

Sea A =

∫ t

0
α (s) ds. Multiplicando la ecuación anterior por el factor integrante e−A(t) y

aplicando la fórmula del producto, obtenemos

d
[
e−A(t)Xt

]
= e−A(t)β (t) dt+ e−A(t)σ (t,Wt) dWt
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Integrando nos da

e−A(t)Xt =

∫ t

0
e−A(s)β (s) ds+

∫ t

0
e−A(s)σ (s,Ws) dWs

Veamos algunos casos particulares:

Si σ (t,Wt) = σ (t), entonces la solución de la ecuación (A19) es gaussiana con media y

varianza dadas por

E [Xt] = X0e
A(t) + eA(t)

∫ t

0
e−A(s)σ (s) ds

V ar [Xt] = e2A(t)

∫ t

0
e−2A(s)σ (s) ds

Si α y β son constantes, con α 6= 0, y σ (t,Wt) = σ (t), entonces la solución de la ecuación

diferencial está dada por

Xt = X0e
αt +

β

α

(
eαt − 1

)
+

∫ t

0
eα(t−s)σ (s) dWs

Ejemplo 2.3.6. (Proceso de Ornstein-Uhlenbeck con reversión a la media). Muestre que la

solución de la ecuación diferencial estocástica

dXt = (m−Xt) dt+ αdWt

está dada por

Xt = m+ (X0 −m) e−t + α

∫ t

0
es−tdWs

Además, Xt es gaussiana con media y varianza dadas por

E [Xt] = m+ (X0 −m) e−t

V ar [Xt] =
α2

2

(
1− e−2t

)
.
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Sumando a ambos lados Xtdt y multiplicando por el factor integrante et obtenemos

et [Xtdt+ dXt] = metdt+ αetdWt

Aplicando la fórmula del producto la ecuación anterior toma la forma

d
[
etXt

]
= metdt+ αetdWt

Integrando obtenemos

etXt = X0 +m

∫ t

0
esds+ α

∫ t

0
esdWs

= X0 +m
(
et − 1

)
+ α

∫ t

0
esdWs

Por lo tanto,

Xt = X0e
−t +m

(
1− e−t

)
+ α

∫ t

0
es−tdWs

= m+ e−t (X0 −m) + +α

∫ t

0
es−tdWs

Dado que Xt es la suma de una función de t y una de forma

∫ t

0
f (t) dWt, entonces, por el

teorema (8) de la sección anterior, Xt es gaussiana con media y varianza

E [Xt] = m+ e−t (X0 −m) + αE

[∫ t

0
es−tdWs

]
= m+ e−t (X0 −m)

V ar [Xt] = V ar

[
α

∫ t

0
es−tdWs

]
= α2e−2t

∫ t

0
e2sds =

α2e−2t

2

[
e2t − 1

]
=

α2

2

[
1− e−2t

]
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2.3.4.5. Método de variación de parámetros

Considere la ecuación diferencial estocástica

dXt = αXtdWt, con α (2.23)

Multiplicando la ecuación por 1/Xt obtenemos

dXt

Xt
= αdWt

la cual tiene la forma integral ∫
dXt

Xt
=

∫
αdWt

Integrando se obtiene

ln [Xt] = αWt + c, con c la constante de integración

Esto nos da la solución

Xt = eαWt+c(t) (2.24)

El problema de la solución anterior es que no satisface la ecuación diferencial (2.23) para c

arbitrario. Por lo tanto, debemos encontrar una función c = c (t) apropiada.

Utilizando la fórmula de Itô obtenemos

dXt = d
[
eαWt+c(t)

]
= eαWt+c(t)

[
c′ (t) +

α2

2

]
dt+ αeαWt+c(t)dWt

= Xt

[
c′ (t) +

α2

2

]
+ αXtdWt

Como αXtdWt = dXt (por ecuación (2.23)), entonces sustituyendo en la expresión anterior

nos da

dXt = Xt

[
c′ (t) +

α2

2

]
+ dXt
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lo cual implica que

c′ (t) +
α2

2
= 0

y cuya solución es

c (t) = −α
2

2
t+ k

Sustituyendo en (2.24) obtenemos

Xt = eαWt−α
2

2
t+k

Tomando t = 0 vemos que X0 = ek.

Por lo tanto, la solución de la ecuación (2.23) está dada por

Xt = X0e
αWt−α

2

2
t

Ejemplo. Utilice el método de variación de parámetros para resolver la ecuación diferencial

estoc ástica dXt = µXtdt+ σXtdWt, con µ y σ constantes.

Multiplicando la ecuación por 1/Xt, obtenemos la ecuación en la forma integral equivalente

∫
dXt

Xt
=

∫
µdt+

∫
σdWt

Integrando nos da

ln (Xt) = µt+ σWt + c, con c la constante de integración

Lo cual implica que

Xt = eµt+σWt+c
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Suponga que c = c (t). Aplicando la fórmula de Itô obtenemos

dXt = eµt+σWt+c(t)

[
µ+ c′ (t) +

σ2

2

]
dt+ eµt+σWt+c(t)σdWt

= Xt

[
µ+ c′ (t) +

σ2

2

]
+ σXtdWt

Restando la ecuación inicial nos da

c′ (t) +
σ2

2
= 0

y, por lo tanto,

c (t) = −σ
2

2
t+ k, con k ∈ R

Finalmente, sustituyendo la expresión anterior en Xt = eµt+σWt+c tenemos que la solución

de la ecuación está dada por

Xt = X0e

(
µ−σ

2

2

)
t+σWt

2.3.4.6. Factores integrantes

El método de factores integrantes puede ser aplicado a las ecuaciones diferenciales de la

forma

dXt = f (t,Xt) dt+ g (t)X (t) dWt,

donde f y g son funciones determińıstica continuas. El factor integrante está dado por

ρt = e
−
∫ t
t0
g(s)dWs+

1
2

∫ t
t0
g2(s)ds

Al multiplicar la ecuación por el factor integrante la ecuación toma la forma

d (ρtXt) = ρtf (t,Xt) dt.
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Sustituyendo Yt = ρtXt, obtenemos que Yt satisface la ecuación diferencial ordinaria (EDO)

dYt = ρtf

(
t,
Yt
ρt

)
dt

la cual se puede resolver por integración, o bien, como una ecuación diferencial exacta.

Ejemplo (Proceso Loǵıstico Clásico). Considere la ecuación diferencial dXt =
(
αXt − βX2

t

)
dt+

σXtdWt. En este caso tenemos que f (x, t) = αx− βx2 y g (t) = σ.

Ahora, el factor integrante es ρt = e
−
∫ t
t0
σdWs+

1
2

∫ t
t0
σ2ds

= e−σ(Wt−Ws)+
1
2
σ2(t−t0) y, luego del

cambio de variable Yt = ρtXt, el problema se reduce a resolver la EDO

dYt = ρtf

(
t,
Yt
ρt

)
dYt = ρt

(
α
Yt
ρt
− βY

2
t

ρ2
t

)
dYt = αYt −

β

ρt
Y 2
t

Multiplicando la ecuación anterior por
1

Y 2
t

y haciendo el cambio de variable Zt =
1

Yt
, obte-

nemos la ED

−dZt = αZt −
β

ρt

dZt + αZt =
β

ρt

cuya solución es

Zt = e−
∫ t
to
αds

[
z0 +

∫ t

t0

β

ρs
e
∫ s
to
αduds

]
= e−α(t−t0)

[
z0 + β

∫ t

t0

e
σ(Ws−W0)+

(
α−σ

2

2

)
(s−t0)

ds

]

Por lo tanto,

Yt =
Y0e

α(t−t0)

1 + βY0

∫ t
t0
e
σ(Ws−W0)+

(
α−σ2

2

)
(s−t0)

ds
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y e−σ(Wt−Ws)+
1
2
σ2(t−t0)

Xt =
X0e

σ(Wt−Ws)+
(
α−σ

2

2

)
(t−t0)

1 + βY0

∫ t
t0
e
σ(Ws−W0)+

(
α−σ2

2

)
(s−t0)

ds
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Caṕıtulo 3

Procesos de difusión basados en fenómenos de crecimiento

3.1. Planteamiento general

A través de los años muchos investigadores se han dedicado al modelado de sistemas dinámi-

cos relacionados con los fenómenos de crecimiento. Tradicionalmente, los modelos utilizados

para estos fines han sido deterministas y se han obtenido a través de ecuaciones diferenciales

ordinarias. Entre estos modelos, se destacan los asociados con curvas de crecimiento sigmoideas:

muestran un crecimiento lento al principio, seguido de un rápido (exponencial) crecimiento que

se ralentiza gradualmente hasta alcanzar un valor de equilibrio (normalmente denominado ca-

pacidad de carga o nivel de saturación). Los modelos clásicos de Malthus, loǵıstico y Gompertz

dieron camino a otros, entre los que podemos mencionar a Von Bertalanffy y Richards.

Actualmente, la necesidad de modelar los fenómenos de crecimiento ha llevado a dos ĺıneas de

investigación en auge: la generalización de modelos clásicos e introducción de nuevos. Entre estos,

podemos citar a Koya y Goshu [9, 10] que presentaron un modelo que incluye las formas clásicas

más comúnmente utilizadas para modelar el crecimiento biológico como un caso particular, a

Bürger et al. [4] quienes propusieron generalizaciones de los modelos loǵıstico y de Gompertz

y las aplicó al estudio de brotes epidémicos y, a Tabatabai et al. [22] quienes introdujeron las

curvas hipérbolasticas, que han demostrado ser de gran utilidad en el estudio de la evolución de

los procesos tumorales y el crecimiento de células madre [21].

No obstante, los modelos mencionados anteriormente son deterministas y no incluyen otra

información además de lo proporcionado por la variable en estudio. El propósito de incluir las

fluctuaciones o perturbaciones que podŕıa existir en el sistema, llevó a considerar de ecuaciones

diferenciales estocásticas, cuya solución son procesos de difusió n estocástica. Feller fue el primer
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autor en hacerlo, circunscribié ndolo al campo loǵıstico a pesar de que no se pudo obtener

ninguna expresión de las funciones de transición de probabilidad para el proceso resultante.

Posteriormente, se construyeron otros procesos loǵı sticos cambiando el término de volatilidad

de la ecuación diferencial estocástica [23].

3.2. El proceso lognormal como generador de procesos de cre-

cimiento

Entre los procesos de difusión obtenidos con la metodoloǵıa citada en la sección anterior, se

encuentra el proceso de difusión lognormal, el cual se ha utilizado comúnmente en varios campos

cient́ıficos en los que la variable considerada muestra una tendencia exponencial. Por ejemplo, en

estudios de crecimiento de poblaciones en ecolog ı́a, para modelar variables dinámicas asociadas

a modelos de Black-Scholes en economı́a, entre otros.

El proceso de difusión logaŕıtmico-normal no homogéneo, tambi én llamado proceso de difu-

sión lognormal con factores exógenos, es definido por un proceso de difusión {Xt : t0 ≤ t ≤ T},

tomando valores en R+, con momentos infinitesimales

A1 (t, x) = h (t)x

A2 (t, x) = σ2x2,

donde h (t) es una función continua en [t 0, T ] y σ > 0, y con una distribución inicial degenerada,

es decir P [Xt0 = x0] = 1, o lognormal Λ1 (µ0, σ0).

Entre las principales razones para incluir la función h(t) en la media infitesimal del proceso

homogéneo, es que permite representar factores externos que dependen del tiempo e influyen en

el comportamiento de la variable en estudio (variable exógena) porque afectan la deriva (drift)

del proceso. Por otra parte, la consideración de funciones h(t) particulares ha permitido definir

procesos de difusión asociados a expresiones alternativas de curvas de crecimiento ya conocidas

tales como el proceso tipo Gompertz, el proceso de difusión generalizado de von Bertalanffy, el

proceso loǵıstico y el proceso de difusión tipo Richards.

Daniel Solano Varela
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Este proceso es la solución de la ecuación diferencial estocá stica (EDE)

dXt = h (t)Xtdt+ σXtdWt (3.1)

Xt0 = x0

donde Wt es un proceso de Wiener estándar independiente de Xt0 .

La EDE (1) se puede obtener de la EDO

dx (t)

dt
= h (t)x (t) (3.2)

la cual se puede ver como una generalización del proceso de crecimiento Maltusiano con una

tasa de fecundidad dependiente del tiempo h (t). Reemplazando en la ecuación (3.2) h (t) por

h (t)+Λ (t), donde Λ (t) es una ruido blanco con varianza σ2, se obtiene una ecuación de Langevin

que, reescribiéndola como una ecuación diferencial estoc ástica, resulta la ecuación (3.1).

3.3. Solución de la ecuación diferencial (3.1) y principales carac-

teŕısticas del proceso

Antes de resolver la ecuación diferencial (3.1) veamos que satisface las condiciones del teorema

de existencia y unicidad. Para esto, sean b (x, t) = h (t)x y σ (x, t) = σx.

Dado que b (x, t) y σ (x, t) son funciones continuas entonces son medibles.

Como h (t) es continua en el intervalo [t0, T ], entonces existen constantes α, β ∈ R tal que

α ≤ h (t) ≤ β.

Aśı,

|b (x, t)− b (y, t)|+ |σ (t, x)− σ (t, y)| = |h (t)x− h (t) y|+ |σx− σy|

= |h (t)| |x− y|+ σ |x− y|

≤ (|M |+ σ) |x− y|
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y

|b (x, t)|2 + |σ (x, t)|2 = |h (t)x|2 + |σx|2

≤
(
|h (t)|2 + |σ|2

)
|x|2

<
(
|h (t)|2 + σ2

)(
1 + |x|2

)

Tomando K = máx
(
|M |+ σ, |h (t)|2 + σ2

)
obtenemos que las funciones b (x, t) y σ (x, ty)

satisfacen las condiciones de Lispschitz y de restricción sobre el crecimiento.

Para resolver la EDE, lo haremos de dos maneras: usando la técnica del factor integrante y

otra a través de un cambio de variable junto con la fórmula de Itô. Los detalles se muestran a

continuación.

Método del factor integrante:

El factor integrante está dado por

ρt = e
−
∫ t
t0
σdWs+

1
2

∫ t
t0
σ2ds

= e−σ(Wt−Wt0)+ 1
2
σ2(t−t0)

Al multiplicar la ecuación por el factor integrante, la ecuación toma la forma

d (ρtXt) = ρth (t)Xt

Luego, realizando el cambio de variable Yt = ρtXt, la ecuación anterior se transforma en la

EDO

dYt = h (t)Yt

Multiplicando por 1/Yt e integrando, obtenemos

∫ t

t0

dYt
Yt

=

∫ t

t0

h (s) ds

ln

∣∣∣∣YtY0

∣∣∣∣ =

∫ t

t0

h (s) ds
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Yt = Y0e
∫ t
t0
h(s)ds

Por lo tanto, la solución de la ecuación es

Xt = X0ρte
∫ t
t0
h(s)ds

= X0 exp

(∫ t

t0

h (s) ds+
1

2
σ2 (t− t0)− σ (Wt −Wt0)

)
(3.3)

A través del cambio de variable Yt = g (t,Xt) = ln (Xt):

Aplicando, la fórmula de Itô obtenemos

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt) dt+

∂g

∂x
(t,Xt) dXt +

1

2

∂2g

∂x2
(t,Xt) · (dXt)

2

= 0 +
1

Xt
[h (t)Xtdt+ σXtdWt] +

1

2
· −1

X2
t

[
σ2X2

t dt
]

= h (t) dt+ σdWt −
1

2
σ2dt

=

[
h (t)− σ2

2

]
dt+ σdWt

cuya solución está dada por

Yt = Y0 +

∫ t

t0

h (s) ds− σ2

2
(t− t0) + σ [Wt −W0]

Por otra parte, como Y0 tiene distribución gaussiana entonces el proceso Yt es gaussiano por

teorema 8 de la sección 2.3.2. En general, por la caracterización de la ley normal multivariante,

para t1, ..., tn ∈ [t 0, T ] y para cualquier n ∈ N, el vector (Yt1 , ..., Ytn)t tiene distribución normal

multivariante.

Por los teoremas 7 y 8 de la sección 2.3.2, se obtiene que la media y la varianza del proceso

Yt están dadas por:

Media: µ (t) = E [Y0] +

∫ t

t0

h (s) ds− σ2

2
(t− t0)

Covarianza: K (s, t) = Cov [Xs,Xt] = σ2
0 + σ2 [mı́n (s, t)− t0] con σ2

0 = Cov [ln (x0)]

respectivamente.
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Finalmente, como Xt = eY (t) entonces la solución de la ecuación (3.1) esta dada por

Xt = x0e
∫ t
t0
h(s)ds−σ

2

2
(t−t0)+σ[Wt−Wt0 ]

y tiene distribución lognormal.

En general, si la condición inicial es degenerada o lognormal, entonces todas las distribuciones

finito-dimensionales son lognormales. Es decir, N, si t1 < t2 < · · · < tn, se verifica

(Xt1 , ..., Xtn)t  Λ (µ,Σ)

donde

µ =

(
µ0 +

∫ t1

t0

h (s) ds− σ2

2
(t1 − t0) , . . . , µ0 +

∫ tn

t0

h (s) ds− σ2

2
(tn − t0)

)
, con µ0 = E [x0]

y Σ = (σij)n×n , con σij = σ2
0 + σ2 [mı́n (ti, tj)− t0].

A continuación calculamos la distribución de transición:

Tenemos que (Xs, Xt) Λ2 (µ,Σ), donde

µ =


µ1

µ2

 =


µ0 +

∫ s
t0
h (s) ds− σ2

2 (s− t0)

µ0 +
∫ t
t0
h (s) ds− σ2

2 (t− t0)


y

Σ =

 Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

 =

 σ2
0 + σ2 [s− t0] σ2

0 + σ2 [mı́n (s, t)− t0]

σ2
0 + σ2 [mı́n (s, t)− t0] σ2

0 + σ2 [t− t0]

 .

Aśı,

(Xt|Xs = xs) Λ1

[
µt + Σ21Σ−1

11 (ln (xs)− µs) ,Σ22 − Σ21Σ−1
11 Σ12

]
.

Entonces, si s < t, la media y la varianza de (Xt|Xs = xs) son
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µ0 +

∫ t

t0

h (s) ds− σ2

2
(t− t0)

+
(
σ2

0 + σ2 [mı́n (s, t)− t0]
) (
σ2

0 + σ2 [s− t0]
)−1

(
ln (xs)− µ0 −

∫ s

t0

h (s) ds+
σ2

2
(s− t0)

)
= µ0 +

∫ t

t0

h (s) ds− σ2

2
(t− t0) + ln (xs)− µ0 −

∫ s

t0

h (s) ds+
σ2

2
(s− t0)

= ln (xs) +

∫ t

s
h (s) ds− σ2

2
(t− s)

y

σ2
0 + σ2 [t− t0]−

(
σ2

0 + σ2 [s− t0]
) (
σ2

0 + σ2 [s− t0]
)−1 (

σ2
0 + σ2 [s− t0]

)
= σ2

0 + σ2 [t− t0]− σ2
0 − σ2 [s− t0] = σ2 (t− s) ,

respectivamente.

De lo anterior, obtenemos que la función de densidad de transición es:

f (x, t|y, s) =
1

x
√

2πσ2 (t− s)
exp

−
(

ln

(
x

y

)
−
∫ t

s
h (u) du+

σ2

2
(t− s)

)2

2σ2 (t− s)



Una vez calculada la distribución finito dimensional, las principales caracteŕısticas del pro-

ceso pueden ser obtenidas. Algunas de las principales caracteŕısticas del proceso pueden ser

formuladas conjuntamente para las condiciones iniciales degenerada y lognormal con la siguien-

te función:

Gλ (t|y, τ) = M (t|y, τ)λ1 exp
(
λ2

(
λ3σ

2
0 + σ2 (t− τ)

)λ4
)
,

con λ = (λ1, λ2, λ3, λ4)t y donde

M (t|y, τ) = exp

(∫ t

τ
h (u) du+ y − σ2 (t− τ)

2

)
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La siguiente tabla resume las diferentes funciones de acuerdo a los valores de λ, τ y y:

Función Expresión y τ λ

n-ésimo momento E [Xn
t ] µ0 t0

(
n, n2/2, 1, 1

)t
n-ésimo momento condicional E [Xn

t |Xs = xs] ln (xs) s
(
n, n2/2, 0, 1

)t
moda Moda [Xt] µ0 t0 (1,−1, 1, 1)t

moda condicional Moda [Xt|Xs = xs] ln (xs) s (1,−1, 0, 1)t

cuantil α Cα [Xt] µ0 t0 (1, zα, 1, 1/2)t

cuantil α concional Cα [Xt|Xs = xs] ln (xs) s (1, zα, 0, 1/2)t

En la tabla anterior, zα es el cuantil α de una distribución normal estándar.

Un aspecto importante a destacar es que la media y la media condionada en un valor inicial

x0 verifican la ecuación diferencial (3.2), es decir,

m′ (t) = h (t)m (t)

m′ (t|t0) = h (t)m (t|t0)

Esta última propiedad hace que el proceso de difusión definido por (3.1) sea capaz de modelar

varios patrones de comportamiento (concretamente los que muestran un comportamiento que

se ajusta a m(t)). Además, la función m(t|t0) permite considerar situaciones cuyas propiedades

de la función media pueden depender del valor inicial.

3.4. Inferencia en el proceso de difusion lognormal no homogéneo

Vamos a suponer que las curvas de crecimiento son sigmoideas, acotadas y positivas.

Sea fθ (t) una función positiva definida en un intervalo [t0,+∞), que verifica las siguientes

condiciones:

a) Es continua, acotada y diferenciable.
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b) Su forma funcional depende de un parámetro θ = (θ1, ..., θk)
t, siendo Θ el espacio paramétrico

asociado.

c) fθ (t) = k (θ) gθ (t), con ĺım
t↑∞

gθ (t) = 1.

d) f ′θ (t) = fθ (t)h (t), con hθ (t) una función continua y acotada en [t0,+∞).

e) fθ presenta al menos un punto de inflexión.

La condición d) nos permite considerar un proceso de difusión logaŕıtmica normal no ho-

mogéneo del tipo (3.3), cuya media es la función fθ(t). Para esto, debemos considerar

hθ (t) =
f ′θ (t)

fθ (t)
=
g′ (t)

g (t)
.

Note que ĺım
t↑∞

fθ (t) = k (θ), independiente de los valores previamente tomados por la curva.

En determinadas ocasiones esta propiedad no será verificada, con el valor ĺımite dependiendo de

alguna caracteŕı stica de la curva como su valor inicial. Consideraremos el caso del valor l ı́mite

dependiendo del valor inicial. Entonces, si fθ (t0) = x0 = k (θ) gθ (t0), podemos decir que

fθ (t) = x0
g′θ (t)

gθ (t)

En cuanto a otras caracteŕısticas de la curva, los intervalos de crecimiento dependerán del

signo de h(t), mientras que los instantes de tiempo en los cuales las inflexiones se alcanzan son

solución de la ecuación h2
θ (t) + h′θ (t) = 0. En nuestro caso solamente vamos a considerar curvas

que presentan un único punto de inflexión.

3.4.1. Estimación de los parámetros del modelo

Para cada función fθ (t) debemos construir un proceso de difusión lognormal no homogéneo

tal que su media y la media condicional exhiban un patrón de comportamiento asociado con la

función. Estas funciones permitirán, por ejemplo, predecir la evolución de la variable en estudio.

Tales funciones son funciones paramétricas del modelo, aśı para su estimación máximo verosimil

(MV) sólo debemos hallar sus parámetros.
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Consideramos una muestra discreta del proceso, basadas en d trayectorias muestrales, para

tiempos tij , con i = 1, ..., d, j = 1, ..., ni, tal que ti1 = t1, i = 1, ..., d. Denotammos por X =(
Xt

1, ..., X
t
d

)t
el vector que contiene las variables aleatorias de la muestra, donde Xt

i incluye las

variables de la i-ésima trayectoria muestral, es decir, Xi = (X (ti1) , ..., X (ti,ni))
t, i = 1, ..., n. Es

importante destacar que no es necesario que los instantes de observación sean los mismos para

cada trayectoria, si bien el instante inicial conviene que si lo sea ya que hay que imponer una

distribución inicial.

La función de verosimilitud depende de la elección de las condiciones iniciales. Sea f (x, t|y, s)

la función de densidad de distribución del proceso, entonces:

Si la condición inicial es degenerada, es decir, P [X (t1) = x1] = 1, la función de verosimi-

litud está dada por

Lx
(
θ, σ2

)
=

d∏
i=1

ni∏
j=2

f (xij , tij |xi,j−1, ti,j−1)

Si la condición inicial es lognormal con media µ y varianza δ2, es decir, X (t1) Λ
(
µ, δ2

)
,

la función de verosimilitud está dada por

Lx
(
µ, δ, θ, σ2

)
=

d∏
i=1

fX(t1) (xi1)

ni∏
j=2

f (xij , tij |xi,j−1, ti,j−1)

En el segundo caso, hay dos parámetros adicionales que deben ser incluidos en el procedi-

miento de estimación. No obstante, la estimación de µ y δ sólo dependen de los valores iniciales

de cada trayectoria muestral y no influyen en el resto de parámetros. Por lo tanto, la estimación

máxima verosimil (ML) de θ y σ2 son la misma en ambos casos. De ahora en adelante vamos a

considerar el caso cuando la distribución inicial es lognormal.

Tenemos que la función de densidad de transición es

f (x, t|y, s) =
1

x
√

2πσ2 (t− s)
exp

−
(

ln

(
x

y

)
− ln

(
fθ (s)

fθ (t)

)
+
σ2

2
(t− s)

)2

2σ2 (t− s)

 , s < t
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Por lo tanto, si asumimos que la distribución de X (ti1) es lognormal Λ1

(
µ, δ2

)
, la función

de densidad de probabilidad de X es

fX
(
µ, δ2, ξ

)
=

d∏
i=1

exp

(
− [ln (xi1)− µ]2

2δ2

)
xi1δ
√

2π

×
ni∏
j=2

exp

−
[
ln

(
xi,j+1

xij

)
− ln

(
fθ (ti,j−1)

fθ (tij)

)
+
σ2

2
(tij − ti,j−1)

]2

2σ2 (tij − ti,j−1)


xijσ

√
2π (tij − ti,j−1)

,

Para determinar los estimadores de máxima verosimilitud usamos la función de log-verosimilitud.

Aśı, tomando N =

d∑
i=1

ni obtenemos

LX = −d
2

ln (2π)− d

2
ln
(
δ2
)
−

d∑
i=1

ln (xi1)− 1

2δ2

d∑
i=1

[ln (xi1)− µ]

− 1

2

d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (2π)− 1

2

d∑
i=1

ni∑
j=2

ln
(
σ2
)
−

d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xij)−
1

2

d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (tij − ti,j−1)

− 1

2σ2

d∑
i=1

ni∑
j=2

[
ln

(
xi,j+1

xij

)
− ln

(
fθ (ti,j−1)

fθ (tij)

)
+
σ2

2
(tij − ti,j−1)

]2

tij − ti,j−1

= −N
2

ln (2π)− d

2
ln
(
δ2
)
− N − d

2
ln
(
σ2
)
−

d∑
i=1

ln (xi1)

− 1

2δ2

d∑
i=1

[ln (xi1)− µ]2 −
d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xij)−
1

2

d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (tij − ti,j−1)

− 1

2σ2

d∑
i=1

ni∑
j=2

[
ln

(
xi,j+1

xij

)
− ln

(
fθ (ti,j−1)

fθ (tij)

)
+
σ2

2
(tij − ti,j−1)

]2

tij − ti,j−1
.

La estimación máximo verosimil de µ y δ2 son fáciles de determinar. No obstante, el sistema

resultante para la estimació n MV de θ y σ2, en la mayoŕıa de los casos, es excesivamente
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complejo y en la mayoŕıa de los casos no tiene soluciones exactas. Por lo tanto, deben emplearse

procedimientos numéricos para encontrar sus soluciones aproximadas. Además, es imposible

realizar un estudio general de los sistemas de ecuaciones para comprobar las condiciones de

convergencia del método numérico, ya que los sistemas dependen de datos muestrales y, por

tanto, pueden presentar un comportamiento imprevisible. Sumado a este problema, también

debemos seleccionar una solución inicial.

Uno de los problemas fundamentales es el espacio de soluciones. En nuestro caso este espacio

es Ω = Θ × R+. Este espacio es continuo e ilimitado, lo que podŕıa dar lugar a cálculos inne-

cesarios y tiempos prolongados de ejecución del algoritmo. Para evitar esto, se sugieren algunas

estrategias para delimitar el espacio de soluciones.

En cuanto al parámetro σ, se sabe que, cuando tiene valores altos, conduce a rutas de mues-

treo con gran variabilidad en torno a la media del proceso. Por lo tanto, una variabilidad excesiva

en las rutas de muestreo disponibles conduciŕıa a un modelo desaconsejable. Algunas simulacio-

nes realizadas para varios valores han llevado a considerar que 0 < σ < 0.1. En cuanto al resto

de parámetros en cada uno de los casos, dada la naturaleza de las curvas bajo análisis, el primer

paso ser ı́a llevar a cabo su reparametrización. Esto produce un nuevo espacio paramétrico, que

a menudo es más pequeño que el original.
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Caṕıtulo 4

Ejemplo de aplicación. El proceso de difusión Hubbert

4.1. La curva de Hubbert

Desde hace varias décadas hasta la actualidad, el petróleo juega un papel fundamental en la

economı́a mundial. Dado que el petróleo es un recurso finito y no renovable, es de gran interés

pronosticar la producción futura de petróleo, aśı como el instante donde se alcanzará el máximo

de producción y a partir del cual la producción empezará a decrecer.

El geof́ısico Marion King Hubbert (1903-1989) [20] fue el primer investigador en abordar este

problema. Utilizando datos de producción de petróleo del mundo, los Estados Unidos continen-

tales (U.S. L48) y Texas, Hubbert trazó gráficos de la taza de producción del petróleo a lo largo

del tiempo y, además, realizó predicciones del pico máximo de producción basadas en algunos

métodos gráficos relacionados con una curva en forma de campana en la que el área bajo la

curva era igual a la estimación de la cantidad total de aceite. Su gran éxito fue predecir que el

pico de producción de los Estados Unidos Continentales seŕıa alrededor de 1970. Más tarde [21],

estableció que la producción de petróleo acumulativa sigue una curva loǵıstica y, por lo tanto,

la producción anual se ajusta a su primera derivada (curva que luego llevaŕıa su nombre).

Desde la introducción de la teoŕıa de los picos de Hubbert, muchos investigadores han orien-

tado su trabajo en esta dirección, es decir, su producción, dinámica, tiempo de pico y pico

máximo de producción.

Muchos de los modelos utilizados a través los años no consideran la producción de petróleo

como una variable aleatoria que evoluciona con el tiempo. No obstante, los fenómenos de creci-

miento como la producci ón de petróleo son dinámicos y muestran una evolución en el tiempo.

En este caṕıtulo se considerará un modelo estocástico de difusión relacionado con la curva de
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Hubbert, el cual fue desarrollado por Da Luz Sant’Ana [11] y Da Luz Sant’Ana et al. [12]. Tal

proceso modela la evolución de la producción de petróleo a lo largo del tiempo y proporciona in-

formaci ón con respecto al pico de producción. El proceso verifica que su función media y función

media condicionada son curvas de Hubbert; esto indica que el proceso puede ser considerado

como una herramienta vá lida para estudiar datos que muestran un comportamiento de tipo

Hubbert, como es el caso de los datos de producción de petróleo. En particular, estas funciones

medias permiten ajustar los datos observados a lo largo del tiempo y predecir los valores futuros

de la producción de petróleo. Por otro parte, el hecho de que estas funciones medias sean curvas

de Hubbert permite estudiar el pico y el tiempo en el que se alcanza.

4.2. Obtención de la Curva de Hubbert a partir de la curva

loǵıstica. Principales caracteŕısticas

La expresión general de una curva loǵıstica es

f (t) =
a

1 + be−ct
, t ∈ R; a, b, c > 0.

Tomando α = e−c, η =
1

b
y κ = aη, la expresión anterior toma la forma

f (t) =
κ

η + αt
, t ∈ R; η, κ > 0, 0 < α < 1

Derivando obtenemos

x (t) = f ′ (t) =
−καt ln (α)

(η + αt)2 .

Imponiendo la condición x (t0) = x0, obtenemos la expresión general de la curva de Hubbert

x (t) = x0

(
η + αt0

)2
(η + αt)2 α

t−t0 . (4.1)
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Ecuaciones diferenciales estocásticas y procesos de difusión 65

4.2.1. Caracteŕısticas de la curva

Derivando x (t) obtenemos

x′ (t) =
x0

(
η + αt0

)2
αt0

[
αt ln (α)

(
η + αt

)2 − 2αt
(
η + αt

)
αt ln (α)

(η + αt)4

]

=
x0

(
η + αt0

)2
ln (α)αt

αt0

[(
η + αt

)
− 2αt

(η + αt)3

]
=
x0

(
η + αt0

)2
ln (α)

αt0
αt
(
η − αt

)
(η + αt)3 . (4.2)

Aśı,

x′ (t) = 0⇔ η − αt = 0⇔ t =
ln (η)

ln (α)
.

Además, x′ (t) < 0 si t <
ln (η)

ln (α)
y x′ (t) > 0, si t >

ln (η)

ln (α)
. Por lo tanto, x (t) tiene un

máximo en

tmáx =
ln (η)

ln (α)
(4.3)

y su valor es

x (tmáx) =
x0

(
η + αt0

)2
αt0

αln(η)/ ln(α)(
η + αln(η)/ ln(α)

)2 =
x0

(
η + αt0

)2
αt0

η

(2η)2 =
x0

(
η + αt0

)2
4ηαt0

.

Note que tmáx > t0 si y solo si 0 < η < αt0 < 1.

Calculamos la segunda derivada:

x′′ (t) =
x0

(
η + αt0

)2
ln (α)

αt0

[(
η − 2αt

)
αt ln (α)

(
η + αt

)3 − 3α2t ln (α)
(
η − αt

) (
η + αt

)2
(η + αt)6

]

=
x0

(
η + αt0

)2
ln2 (α)

αt0
·
αt
[(
η − 2αt

) (
η + αt

)
− 3αt

(
η − αt

)]
(η + αt)4

=
x0

(
η + αt0

)2
ln2 (α)

αt0
·
αt
(
η2 − 2ηαt + ηαt − 2α2t − 3ηαt + 3α2t

)
(η + αt)4

=
x0

(
η + αt0

)2
ln2 (α)

αt0
·
αt
(
η2 − 4ηαt + α2t

)
(η + αt)4 .

Aśı, x′′ (t) = 0 si y solo si t =
ln
(
2±
√

3
)

+ ln (η)

ln (α)
= tmáx +

ln
(
2±
√

3
)

ln (α)
. Es decir, la curva
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x (t) tiene puntos de inflexión en

t́ınf 1 = tmáx +
ln
(
2 +
√

3
)

ln (α)
(4.4)

y

t́ınf 2 = tmáx +
ln
(
2−
√

3
)

ln (α)
.

Note que t́ınf 1 < tmáx < t́ınf 2 y son simétricos alrededor de tmáx. Además, t́ınf 1 > t0 si y solo

si η < αt0
(
2−
√

3
)−1

<
(
2−
√

3
)−1

.

El valor de la curva en esos puntos es

x (t́ınf i) =
x0

(
η + αt0

)2
αt0

αtmáx+ln(2±
√

3)/ ln(α)(
η + αtmáx+ln(2±

√
3)/ ln(α)

)2

=
x0

(
η + αt0

)2
αt0

η
(
2±
√

3
)

η2
(
3±
√

3
)2 =

x0

(
η + αt0

)2
6ηαt0

=
2

3
tmáx. (4.5)

El área bajo la curva también conocida como ultimate recoverable resources (URR) en el

contexto de la producción del petróleo. Concretamente,

URR =
x0

(
η + αt0

)2
αt0

∫ +∞

−∞

αt

(η + αt)2 dt =
x0

(
η + αt0

)2
αt0 ln (α)

[∫ +∞

−∞

αt ln (α)

(η + αt)2

]
dt

=
x0

(
η + αt0

)2
αt0 ln (α)

[
−1

(η + αt)

]+∞

−∞
= −

x0

(
η + αt0

)2
ηαt0 ln (α)

. (4.6)

4.3. Proceso de difusión Hubbert

Ahora, nuestra intención es la de introducir un proceso de difusión asociado a la curva de

Hubbert. Reordenando (4.2) vemos que

dx (t)

dt
= − ln (α)

(
αt − η

)
(η + αt)

x0

(
η + αt0

)2
(η + αt)2 α

t−t0 = r (t)x (t)

donde r (t) = − ln (α)

(
αt − η

)
η + αt

.

Daniel Solano Varela
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Este modelo es una generalización del modelo de crecimiento Malthusiano con tasa de fer-

tilidad r (t). Reemplazando la tasa de fertilidad por r (t) + σWt, donde Wt es un proceso de

Wiener, obtenemos la ecuación de Langevin

dXt

dt
= r (t)X (t) + σXtdWt

la cual podemos reescribir como la ecuación diferencial estocástica

dXt = r (t)X (t) + σXtdW

Como vimos en el caṕıtulo 3, si la condición inicial es degenerada o lognormal entonces

{Xt : t ≥ t0} es un proceso de difusión lognormal no homogeneo que toma valores en R+, con

momentos infinitesimales

A1 (x, t) = r (t)x

A2 (x, t) = σ2x2

y con función de densidad de transición, para s < t, dada por

f (x, t|y, s) =
1

x
√

2πσ2 (t− s)
exp

−
(

ln

(
x

y

)
−
∫ t

s
r (u) du+

σ2

2
(t− s)

)2

2σ2 (t− s)

 .

Ahora,

∫ t

s
r (u) du =

∫ t

s

x′ (u)

x (u)
du = ln

(
x (t)

x (s)

)
= 2 ln

(
η + αs

η + αt

)
+ ln (α) (t− s). Aśı,

f (x, t|y, s) =
1

x
√

2πσ2 (t− s)
exp

−
(

ln

(
x

y

)
− 2T η,α −

(
ln (α)− σ2

2

)
(t− s)

)2

2σ2 (t− s)

 ,

donde T η,α = ln

(
η + αs

η + αt

)
.
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Asumiendo que X0 ∼ Λ
(
µ0, σ

2
0

)
, la función media y varianza están dados por

µ(t) = µ0 + 2 ln

(
η + αt0

η + αt

)
+

(
ln (α)− σ2

2

)
(t− t0)

σ2 (t) = σ2 (t− t0) .

Nota: La condición inicial degenerada es un caso particular del anterior. Para ello se debe

considerar µ0 = ln (x0) y σ2
0 = 0.

Como vimos en el caṕıtulo 3, algunas de las principales caracteŕısticas del proceso se formulan

conjuntamente para las condiciones iniciales degenerada y lognormal con la siguiente función:

Gλ (t|y, s) = M (t|y, τ)λ1 exp
(
λ2

(
λ3σ

2
0 + σ2 (t− s)

)λ4
)
,

con λ = (λ1, λ2, λ3, λ4)t y donde

M (t|y, s) =

(
η + αs

η + αt

)2

exp

(
y +

(
ln (α)− σ2

2

)
(t− s)

)
.

En particular, la funciones media y media condicionada del proceso son

E [X (t)] =

(
η + αt0

η + αt

)2

exp

(
µ0 +

(
ln (α)− σ2

2

)
(t− t0)

)
exp

(
1

2

(
σ2

0 + σ2 (t− t0)
))

= exp

(
µ0 +

1

2
σ2

0

)(
η + αt0

η + αt

)2

αt−t0

y

E [X (t) |X (s) = xs] =

(
η + αs

η + αt

)2

exp

(
ln (xs) +

(
ln (α)− σ2

2

)
(t− s)

)
exp

(
1

2
σ2 (t− s)

)
= xs

(
η + αs

η + αt

)2

αt−s

respectivamente.

Note que tanto la función media como la función media condicionada son curvas de Hubbert

de las consideradas en este trabajo.

Daniel Solano Varela
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4.4. Inferencia en el proceso de Hubbert

Del caṕıtulo 3, tenemos que la función de máxima verosimilitud está dada por

Lx
(
µ, δ, α, η, σ2

)
=

d∏
i=1

exp
(
− [ln(xi1)−µ]2

2δ2

)
xi1
√

2πδ2

ni∏
j=2

1

xij
√

2πxij (tij − ti,j−1)

× exp

−
[
ln (xi,j/xi,j−1)− 2T η,αij −

(
ln (α)− σ2

2

)
(tij − ti,j−1)

]2

2σ2 (tij − ti,j−1)

 ,
donde T η,αij = ln

(
η+αti,j−1

η+αti,j

)
y la función de log-verosimilitud está dada por

lnLX = −N
2

ln (2π)− d

2
ln
(
δ2
)
− N − d

2
ln
(
σ2
)
−

d∑
i=1

ln (xi1)

− 1

2δ2

d∑
i=1

[ln (xi1)− µ]2 −
d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xij)−
1

2

d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (tij − ti,j−1)

− 1

2σ2

d∑
i=1

ni∑
j=2

[
ln (xi,j/xi,j−1)− 2T η,αij −

(
ln (α)− σ2

2

)
(tij − ti,j−1)

]2

tij − ti,j−1
.

Ahora,

d∑
i=1

ni∑
j=2

[
ln (xi,j/xi,j−1)− 2T η,αij −

(
ln (α)− σ2

2

)
(tij − ti,j−1)

]2

tij − ti,j−1

=
d∑
i=1

ni∑
j=2

ln2 (xi,j/xi,j−1)

tij − ti,j−1
+ 4

d∑
i=1

ni∑
j=2

(
T η,αij

)2

tij − ti,j−1

+

(
ln (α)− σ2

2

)2 d∑
i=1

ni∑
j=2

(tij − ti,j−1)− 4
d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xi,j/xi,j−1)T η,αij

tij − ti,j−1

− 2

(
ln (α)− σ2

2

) d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xi,j/xi,j−1) + 4

(
ln (α)− σ2

2

) d∑
i=1

ni∑
j=2

T η,αij .

Daniel Solano Varela



70 Ecuaciones diferenciales estocásticas y procesos de difusión

Note que

d∑
i=1

ni∑
j=2

(tij − ti,j−1) =
d∑
i=1

(ti,ni − ti,1) ,
d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xi,j/xi,j−1) =

d∑
i=1

ln (xi,ni/xi,1)

y
d∑
i=1

ni∑
j=2

T η,αij =

d∑
i=1

ln

(
η + αti,1

η + αti,ni

)
.

Tomando

Y η,α
1 =

d∑
i=1

ni∑
j=2

(
T η,αij

)2

tij − ti,j−1
, Y η,α

2 =
d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xi,j/xi,j−1)T η,αij

tij − ti,j−1
, Rη,α =

d∑
i=1

ln

(
η + αti,1

η + αti,ni

)

Z1 =

d∑
i=1

ni∑
j=2

ln2 (xi,j/xi,j−1)

tij − ti,j−1
, Z2 =

d∑
i=1

(ti,ni − ti,1) , Z3 =

d∑
i=1

ln (xi,ni/xi,1) ,

el logaritmo de la función de máxima verosimilitud toma la forma

lnLX = −N
2

ln (2π)− d

2
ln
(
δ2
)
− N − d

2
ln
(
σ2
)
−

d∑
i=1

ln (xi1)

− 1

2δ2

d∑
i=1

[ln (xi1)− µ]2 −
d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xij)−
1

2

d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (tij − ti,j−1)

− 1

2σ2

[
Z1 + 4Y η,α

1 +

(
ln (α)− σ2

2

)2

Z2 − 4Y η,α
2 − 2

(
ln (α)− σ2

2

)
(Z3 − 2Rη,α)

]
.

A continuación determinamos las estimaciones de los parámetros a partir del logaritmo de la

función de máxima verosimilitud. En cuanto a µ y δ2, las estimaciones se obtienen resolviendo

las ecuaciones
∂ lnLx
∂µ

= 0 y
∂ lnLx
∂δ2

= 0.

Puesto que

∂ lnLx
∂µ

= − 1

δ2

d∑
i=1

[ln (xi1)− µ] = 0⇒
d∑
i=1

ln (xi1)− dµ = 0,
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despejando obtenemos

µ̂ =
1

d

d∑
i=1

ln (xi1) , (4.7)

mientras que como

∂ lnLx
∂δ2

= − d

2δ2
+

1

2 (δ2)2

d∑
i=1

[ln (xi1)− µ]2 = 0

⇒ −dδ2 +
d∑
i=1

[ln (xi1)− µ]2 = 0

se concluye que

δ̂2 =
1

d

d∑
i=1

[ln (xi1)− µ̂]2 (4.8)

Por otro lado, debemos obtener las derivadas respecto del resto de parámetros. Aśı,

∂ lnLx
∂σ2

= −N − d
2σ2

+
1

2σ4

[
Z1 + 4Y η,α

1 +

(
ln (α)− σ2

2

)2

Z2 − 4Y η,α
2 − 2

(
ln (α)− σ2

2

)
(Z3 − 2Rη,α)

]

− 1

2σ2

[
−
(

ln (α)− σ2

2

)
Z2 + Z3 − 2Rη,α

]
= 0.

Simplificando la expresión anterior obtenemos la ecuación

(N − d)σ2 − Z1 − 4Y η,α
1 −

(
ln2 (α)− σ4

4

)
Z2 + 2 ln (α) (Z3 − 2Rη,α) + 4Y η,α

2 = 0 (4.9)

Antes de derivar lnLx con respecto a η y α, vamos a calcular
∂Y η,α

1

∂η
,
∂Y η,α

2

∂η
,
∂Rη,α

∂η
,
∂Y η,α

1

∂α
,

∂Y η,α
2

∂α
y
∂Rη,α

∂α
:
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∂Y η,α
1

∂η
=

∂

∂η

 d∑
i=1

ni∑
j=2

(
T η,αij

)2

tij − ti,j−1

 = 2
d∑
i=1

ni∑
j=2

T η,αij

tij − ti,j−1

∂

∂η

[
ln

(
η + αti,j−1

η + αti,j

)]

= 2
d∑
i=1

ni∑
j=2

T η,αij

tij − ti,j−1

η + αti,j

η + αti,j−1

αti,j − αti,j−1

(η + αti,j )2

= 2
d∑
i=1

ni∑
j=2

T η,αij

tij − ti,j−1

αti,j − αti,j−1

(η + αti,j−1) (η + αti,j )
= 2

d∑
i=1

ni∑
j=2

T η,αij Wα
ij

(tij − ti,j−1)Sη,αij

con Wα
ij = αti,j − αti,j−1 y Sη,αij =

(
η + αti,j

) (
η + αti,j−1

)
.

∂Y η,α
2

∂η
=

∂

∂η

 d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xi,j/xi,j−1)T η,αij

tij − ti,j−1


=

d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xi,j/xi,j−1)

tij − ti,j−1

η + αti,j

η + αti,j−1

αti,j − αti,j−1

(η + αti,j )2 =

d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xi,j/xi,j−1)Wα
ij

(tij − ti,j−1)Sη,αij

∂Rη,α

∂η
=

∂

∂η

[
d∑
i=1

ln

(
η + αti,1

η + αti,ni

)]
=

d∑
i=1

η + αti,ni

η + αti1
αti,ni − αti1(
η + αti,ni

)2 =
d∑
i=1

Wα
i

Sη,αi

con Wα
i = αti,ni − αti1 y Sη,αi =

(
η + αti1

) (
η + αti,ni

)
.

∂Y η,α
1

∂α
=

∂

∂α

 d∑
i=1

ni∑
j=2

(
T η,αij

)2

tij − ti,j−1

 =

d∑
i=1

ni∑
j=2

2T η,αij

tij − ti,j−1

∂

∂α

[
ln

(
η + αti,j−1

η + αti,j

)]

= 2

d∑
i=1

ni∑
j=2

T η,αij

tij − ti,j−1

η + αti,j

η + αti,j−1

ti,j−1α
ti,j−1−1

(
η + αti,j

)
− tijαti,j−1

(
η + αti,j−1

)
(η + αti,j )2

= 2

d∑
i=1

ni∑
j=2

T η,αij V η,α
ij

(tij − ti,j−1)Sη,αij
,

donde V η,α
ij = ti,j−1α

ti,j−1−1
(
η + αti,j

)
− tijαti,j−1

(
η + αti,j−1

)
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∂Y η,α
2

∂α
=

∂

∂α

 d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xi,j/xi,j−1)T η,αij

tij − ti,j−1


=

d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xi,j/xi,j−1)

tij − ti,j−1

η + αti,j

η + αti,j−1

ti,j−1α
ti,j−1−1

(
η + αti,j

)
− tijαti,j−1

(
η + αti,j−1

)
(η + αti,j )2

=
d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xi,j/xi,j−1)V η,α
ij

(tij − ti,j−1)Sη,αij

∂Rη,α

∂α
=

∂

∂α

[
d∑
i=1

ln

(
η + αti,1

η + αti,ni

)]
=

d∑
i=1

η + αti,ni

η + αti,1
·
ti1α

ti1−1
(
η + αti,ni

)
− ti,niαti,ni−1

(
η + αti1

)(
η + αti,ni

)2
=

d∑
i=1

ti1α
ti1−1

(
η + αti,ni

)
− ti,niαti,ni−1

(
η + αti1

)
Sη,αi

=
d∑
i=1

V η,α
i

Sη,αi
,

donde V η,α
i = ti1α

ti1−1
(
η + αti,ni

)
− ti,niαti,ni−1

(
η + αti1

)
.

Tomando

Xη,α
1 =

d∑
i=1

ni∑
j=2

T η,αij

tij − ti,j−1
·
Wα
ij

Sη,αij
, Xη,α

2 =

d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xi,j/xi,j−1)

tij − ti,j−1
·
Wα
ij

Sη,αij
,

Xη,α
3 =

d∑
i=1

ni∑
j=2

T η,αij

tij − ti,j−1

Wα
ij

Sη,αij
, Xη,α

4 =
d∑
i=1

V η,α
i

Sη,αi
,

Xη,α
5 =

d∑
i=1

ni∑
j=2

ln (xi,j/xi,j−1)

tij − ti,j−1
·
V η,α
ij

Sη,αij
, Xη,α

6 =
d∑
i=1

ni∑
j=2

T η,αij

tij − ti,j−1
·
V η,α
ij

Sη,αij
,

obtenemos

∂ lnLx
∂α

= 0

⇔ − 1

2σ2

[
4
∂Y η,α

1

∂α
+

2Z2

α

(
ln (α)− σ2

2

)
− 4

∂Y η,α
2

∂α
− 2

α
(Z3 − 2Rη,α) + 4

(
ln (α)− σ2

2

)
∂Rη,α

∂α

]
= 0
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⇒ 2αXη,α
5 − 4αXη,α

6 −
(

ln (α)− σ2

2

)
(Z2 + 2αXη,α

4 ) + Z3 − 2Rη,α = 0 (4.10)

∂ lnLx
∂η

= 0⇒ − 1

2σ2

[
4
∂Y η,α

1

∂η
− 4

∂Y η,α
2

∂η
+ 4

(
ln (α)− σ2

2

)
∂Rη,α

∂η

]
= 0

⇒ Xη,α
2 − 2Xη,α

3 −
(

ln (α)− σ2

2

)
Xη,α

1 = 0 (4.11)

Despejando σ2 de la última ecuación obtenemos

σ2 = 2

[
2Xη,α

3 −Xη,α
2

Xη,α
1

+ ln (α)

]
= 2 [Sη,α + ln (α)] ,

donde Sη,α =
2Xη,α

3 −Xη,α
2

Xη,α
1

.

Sustituyendo la expresión de σ2 en las ecuaciones (4.9) y (4.10) , y ordenando, obtenemos

las ecuaciones

Sη,α [2 (N − d) + (Sη,α + 2 ln (α))Z2]− 4Y η,α
1 + 4Y η,α

2 − Z1 + 2 ln (α) (Z3 − 2Rη,α +N − d) = 0

2α (Xη,α
5 − 2αXη,α

6 +Xη,α
4 )− 2Rη,α + Sη,αZ2 + Z3 = 0 (4.12)

Por lo tanto, la estimación de σ2 está dado por

σ̂2 = 2
[
Sη̂,α̂ + ln (α̂)

]
(4.13)

y las estimaciones de máxima verosimilitud α̂ y η̂ se obtienen a partir de la solución del sistema

de ecuaciones (4.12).

Como se indicó en el caṕıtulo 3, dada la complejidad del sistema se necesita de procedimientos

numéricos para hallar su solución. Además, la mayoŕıa de los procedimientos requieren de una

solución inicial. Una vez que se han obtenido las estimaciones MV de los parámetros del modelo,

aplicamos el teorema de Zehna para estimar las funciones paramétricas.
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4.5. Estimación de los parámetros

4.5.1. Búsqueda de una solución inicial para el sistema

Para obtener una buena solución inicial, Luz-Sant’Ana [11] y Luz-Sant’Ana, I. et al. [12]

proponen tres alternativas. Las primeras dos están basadas en la información de las trayectorias

muestrales y la tercera depende de la información disponible de la estimación de la URR.

Procedimiento 1. Para aplicar este método, se asume que el pico y el tiempo del pico son

conocidos o pueden ser aproximados. Dado (4.3) y (4.4), se tiene que

x (tmáx) = x0

(
η + αt0

)2
4ηαt0

= x0

(η+αt0)
2

ηαt0

4
= x0

η
αt0

+ αt0
η + 2

4
= x0

αtmáx−t0 + αt0−tmáx + 2

4

Sustituyendo tmáx y x (tmáx) por los valores aproximados taproxmáx y x
(
taproxmáx

)
, respectivamen-

te, la solución de la ecuación anterior provee el valor inicial para α (α0), mientras que el

valor inicial para η (η0) es η0 = α
taproxmáx
0 .

La aproximación se puede realizar interpolando los valores obtenidos de la media de las

trayectorias muestrales y luego calcular el máximo de la función interpolada.

Procedimiento 2. En este caso se asume que el punto de inflexión t́ınf = t́ınf,1 es conocido o

aproximado. Usando (4.4) y (4.5) vemos que

x (t́ınf) =
2

3
x0

(
η + αt0

)2
4ηαt0

=
x0

6

(
η + αt0

)2
ηαt0

=
x0

6

[
η

αt0
+
αt0

η
+ 2

]
=
x0

6

[(
2−
√

3
)(

2 +
√

3
)
ηα−t0 +

(
2 +
√

3
)(

2 +
√

3
)−1

η−1αt0 + 2

]
=
x0

6

[(
2−
√

3
)
αt́ınf−t0 +

(
2 +
√

3
)
αt0−t́ınf + 2

]
.

Aśı,

x (t́ınf) =
x0

6

[(
2−
√

3
)
αt́ınf−t0 +

(
2 +
√

3
)
αt0−t́ınf + 2

]
.

Por lo tanto, una vez conocido o aproximado t́ınf y x (t́ınf), de la ecuación anterior obtene-
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mos el valor inicial de α (α0) y el valor inicial de η (η0) se obtiene de η0 =
αt́ınf

0

2 +
√

3
el cual

se obtiene de despejar η en (5).

Ahora,

x′′′ (t) =
x0

(
η + αt0

)2
ln3 (α)

αt0
·
αt
(
η − αt

) (
η2 − 10ηαt + α2t

)
(η + αt)5 .

Evaluando en t́ınf tenemos que

x′′′ (t́ınf) =
x0

(
η + αt0

)2
ln3 (α)

αt0
·

6
(
1 +
√

3
) (

2 +
√

3
)

η2
(
3 +
√

3
)5 > 0.

Es decir, el instante de inflexión de la curva coincide con aquel en el que su derivada

alcanza el máximo. Por lo tanto, para aproximar el tiempo de inflexión, los autores sugieren

aproximar los valores de la derivada de la trayectoria media de la muestra. Este cálculo

puede realizarse interpolando previamente los valores de la muestra y considerando la

derivada de la expresión encontrada. Por lo tanto, el instante en el que se alcanza el

máximo de la derivada es la aproximación de t́ınf , y el valor de la función aproximada en

este punto es la aproximación para x (t́ınf).

Procedimiento 3. Suponga que se conocen estimaciones del URR (lo cual sucede a menudo

en aplicaciones prácticas). En este caso, los autores sugieren el siguiente método:

Sea TF el tiempo de observación final -el cual puede ser antes o después de t́ınf y/o tmáx-

y sea c definido por

c =

∫ TF

t0

x (t) dt = ηURR
αt0 − αTF

(η + αt0) η + αTF
. (4.14)

En la práctica, una aproximación para c se puede obtener por integración numérica a partir

de los datos. Por lo tanto, conocidos los valores del URR y c, (4.6) y (4.14) determinan un

sistema el cual podemos obtener los valores iniciales de α0 y η0.
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Ahora, de (4.6) y (4.14) se pueden reescribir de la siguiente manera:

x0η
2 + η (2x0 + ln (α)URR)αt0 + x0α

2t0 = 0 (4.15)

Mη2 + αt0
[
(M − 1) + (M + 1)αh

]
η +Mα2t0+h = 0, (4.16)

donde M =
c

URR
y h = TF − t0.

Despejando η2 de las ecuaciones (4.15) y (4.16) e igualando obtenemos

αt0 (2x0 + ln (α)URR) η + x0α
2t0

x0
=
αt0
[
(M − 1) + (M + 1)αh

]
η −Mα2t0 + h

M

Luego, despejando η obtenemos

η =
x0Mαt0

(
αh − 1

)
x0 (M + 1) (1− αh) + c ln (α)

:= κ (α) (4.17)

Sustituyendo (4.17) en (4.15) obtenemos

x0κ
2 (α) +

(
2x0 + αt0 ln (α)URR

)
κ (α) + x0α

2t0 = 0, 0 < α < 1 (4.18)

la cual nos da el valor inicial α0. Finalmente, η = κ (α0).

4.5.2. Ajuste y predicción del modelo

Los pasos para el ajuste y estudio del modelo sobre un conjunto de datos se muestran a

continuación:

1. Obtenga las estimaciones de ML de los parámetros del modelo: µ̂ y δ̂2 a partir de las

observaciones en el tiempo inicial t1; α̂ y η̂ como solución del sistema (12) y σ̂2 por medio

de (13). Para resolver (12), considere una solución inicial α0 y η0, proporcionada por alguno

de los procedimientos de la sección anterior y que depende de la información disponible.

Daniel Solano Varela



78 Ecuaciones diferenciales estocásticas y procesos de difusión

2. Calcular la estimación MV de la media, mediana, moda y las funciones percentil, aśı como

las condicionales de tales funciones con el propósito de ajustar el modelo, o bien, obtener

pronósticos a partir del modelo.

3. Proporcionar pronósticos para el tiempo de pico. Esto se puede realizar a través de uno

de los caminos siguientes:

a) Calcular la estimación de MV del tiempo del pico común de las funciones media y

media condicional:

t̂máx =
ln (η̂)

ln (α̂)

b) Use la distribución de la variable aleatoria tiempo del pico para obtener una estima-

ción puntual, t∗máx, por medio de medidas de tendencia central.

4. Proporcionar pronósticos para el pico. Esto se puede realizar a través de uno de los caminos

siguientes:

a) Calcular la estimación MV del pico a partir de la función media:

exp

(
µ̂1 +

δ̂2

2

) (
η̂ + α̂t1

)2
4η̂α̂t1

,

o bien, a partir de la función media condicional

xs
(η̂ + α̂s)2

4η̂α̂s
,

donde xs es el valor del proceso en s.

b) Calcular una estimación puntual del pico como el valor de la media estimada, o bien,

como el valor de la función media condicional estimada, evaluada en la estimación

puntual del tiempo del pico obtenido de la distribución de la variable aleatoria tiempo

del pico, es decir, (
µ̂1 +

δ̂2

2

)(
η̂ + α̂t1

η̂ + α̂t
∗
máx

)2

α̂(t∗máx−t1)
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o

xs

(
η̂ + α̂s

η̂ + α̂t
∗
máx

)2

α̂(t∗máx−s)

4.5.3. Estudio de simulación

Para validar los procedimientos descritos en las secciones previas, se realizó un estudio de

simulación con 50 trayectorias muestrales, las cuales se obtienen a partir de la relación existente

entre el proceso de Hubbert y el proceso de Wiener

X (t) = Xt0

(
η + αt0

η + αt

)
αt−t0 exp

(
σW (t− t0)− σ2

2
(t− t0)

)
,

considerando 501 datos con h = ∆ti = 0.1. Se tomaron los siguientes valores para los parámetros:

η = (0.03, 0.04, 0.05) , α = (0.85, 0.875, 0.9, 0.925) y σ = (0.01, 0.05, 0.07). Todas las 36 posibles

combinaciones fueron contempladas para el estudio. La distribución inicial es degenerada en el

valor x0 = 100. Después de la simulación de cada trayectoria, se escogió una muestra empezando

en el primer valor, usando un paso igual a 1. Por lo tanto, se obtuvo una muestra de 51 datos

para cada trayectoria muestral. Además, todo el procedimiento se repitió 100 veces.

Se han considerado dos escenarios:

Escenario 1. Se visualiza el pico. En este caso, hemos tomado todas las trayectorias muestrales

simuladas.

Escenario 2. No se visualiza el pico. En este caso consideramos los datos truncados del ante-

rior en un momento espećıfico tF , antes de la visualización de los picos pero después del

primer punto de inflexión. En concreto, el instante de truncamiento considerado es el que

representa el tercer cuartil de los instantes entre el punto de inflexión y la hora pico. La

tabla 4.1 muestra el número de datos usados para cada combinación de los parámetros en

este escenario.

Para obtener la solución inicial para el sistema de ecuaciones de verosimilitud se procedió de

la siguiente manera:

Daniel Solano Varela



80 Ecuaciones diferenciales estocásticas y procesos de difusión

Figura 4.1: Número de datos usados en la simulación

Para el procedimiento 1, se ajustó un spline cúbico natural, v, a la media de las trayectorias

muestrales. Luego, se considera tmáx como el instante en el que v alcanza su máximo y x (tmáx) =

v (tmáx) .

Para el procedimiento 2, se ajusta un spline cúbico natural, v, a la media de las trayectorias

muestrales, t́ınf es el instante en el cual su primera derivada tiene un máximo local. Luego,

tomamos x (t́ınf) = v (t́ınf).

Para el procedimiento 3, se analizó el efecto que se ejerce sobre la estimación de parámetros

cuando el valor informado de la URR es una buena estimación, aśı como cuando esta cantidad

sobrestima y subestima la cantidad real en un 10 %.

Para el escenario 1 sólo se uso el procedimiento 1. mientras que para el escenario 2 se usaron

los procedimientos 2 y 3.

Las soluciones iniciales para los casos previamente considerados se muestran en la tabla 4.2:

Vemos que las soluciones iniciales ya proporcionan buenas estimaciones para los parámetros

teóricos. Además, se observa que dichas estimaciones son menos buenas conforme σ crece.

La tabla 4.3 siguiente contiene las estimaciones máximo verośımiles. La primera subtabla

contiene la estimación junto con los errores absolutos relativos totales y la segunda las estima-

ciones con los procedimientos 2 y 3.

Se observa que las estimaciones con los procedimientos 2 y 3 son las mismas independiente-

mente del valor inicial. Además, la principal diferencia en las estimaciones entre los dos escenarios

se da en la estimación de σ, la cual es más precisa en el escenario 1.

La tabla 4.4 muestra las estimaciones del tiempo de pico y el pico:
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Figura 4.2: Soluciones Iniciales

Para el escenario 1 se usó la media del proceso de Hubbert y para el escenario 2 tanto la

media como la media condicional del proceso. El uso de la media condicional no proporcionó

mejoras significativas (el valor absoluto de las diferencias son al menos de orden de 10−8). Se

observa que los valores estimados se cercanos a los teóricos. Además, vemos que las estimaciones

empeoran conforme σ crece.

4.5.4. Aplicación a datos reales

En este apartado consideramos datos reales que corresponden a la producción anual de

petróleo crudo incluido condensado de arrendamiento de Noruega y Kazahstan. Los datos fueron

tomados de U.S. Energy Information Administration [19]. Para Noruega, se tomaron los datos

desde 1980 hasta el 2014. En el 2001, Notuega tuvo una producción de 3226 barriles por
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Figura 4.3: Estimaciones Máximo Verośımiles

d́ıa (Mb/d), que vamos a considerar como el único pico visualizado hasta ahora. En el caso

Kazajstán, se tomaron los datos desde el año 1992 hasta 2020, y aún no se ha visualizado

ningún pico. La figura 4.5 muestra la producción de crudo de los páıses considerados.

En el caso de Noruega, se observa que después del pico descreció hasta el 2013 y en el 2014

tuvo un repunte. Este tipo de comportamiento concuerda con la teoŕıa de los picos desarrollada

por Hubbert. Por su parte, la producción de Kazajstán aún no ha alcanzado el pico.

Previo a mostrar los resultados debemos hacer una observación muy importante respecto a

los valores del tiempo. Cuando se trata con valores altos del tiempo en el proceso, siempre existirá

la posibilidad de que el valor estimado de η sea muy próximo a cero. En esas situaciones, lo cual

es común en casos reales, los errores de cálculo en la estimación pueden ser bastante grandes e

incidir negativamente en los resultados finales. Una manera de tratar con este tipo de problema

es definir un nuevo proceso de difussión {Yt : t ≥ t0 − k}, a partir del proceso {Xt : t ≥ t0},
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Ecuaciones diferenciales estocásticas y procesos de difusión 83

Figura 4.4: Estimaciones del tiempo de pico y el pico

como Yt = Xt+k. Tomando k = t0 (1980 para ambos páıses), los datos originales pueden ser

considerados como observaciones del nuevo proceso con instante inicial 0. Se puede mostrar

que el nuevo proceso también es un proceso de difusión de Hubbert con α y σ invariantes y

η′ = α−kη. Por lo tanto, las expresiones utilizadas para pronosticar los valores del proceso, aśı

como el pico, son los mismos si se utiliza η o η′, mientras que para los relacionados con el tiempo

del pico basta con deshacer los cambios realizados a tiempo.

A continuación analizaremos los casos por separado.

Noruega

En este caso se analizará tomando en cuenta los dos escenarios discutidos anteriormente dado
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Figura 4.5: Producción de crudo

que conocemos el pico. En ambos escenarios la observación inicial es t0 = 1980 y la producción

inicial es 486 Mb/d. Para el escenario 2 los datos considerados van desde 1980 hasta 1999 (antes

que el pico y despues del tiempo de inflexión).

Para el primer escenario, la estimación de los parámetros se realizó usando el procedimiento

1 dado que el valor del pico puede ser aproximado, mientras que para el escenario 2 la estimación

se realizó a través de los procedimientos 2 y 3. Los resultados se muestran en el cuadro 4.6.

Figura 4.6: Estimación de los parámetros: Noruega

Para el procedimiento 2, el instante de inflexión se aproximó previo al ajuste de un spline

cúbico natural a los datos observados, donde se obtuvo que t́ınf = 1988.687 y x (t́ınf) = 3088.2545

Mb/d. Con respecto al procedimiento 3, el valor estimado para la URR se obtiene como la suma

de las reservas probadas y estimadas, recogidas en [19], y la producción de petróleo acumulada
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hasta el 2014.

La tabla anterior también contiene los valores observados de la hora pico y pico, junto

con sus respectivas estimaciones. En el caso del escenario 1, la estimación del pico se realizó con

estimación MV del pico de la función media. Para el escanario 2, tambien se utilizó la estimación

MV del pico de la función media condicional, considerando s = 1999 y la producción de ese año.

El valor estimado se denota por x∗ (tmáx). Note que las estimaciones del tiempo de pico y el pico

no dependen de los parámetros iniciales ni en los cambios en las estimaciones de la URR.

Una vez estimado el modelo, nos dimos a la tarea de inferir cuál será la producción hasta el

2040. Para esto, hemos considerado las versiones condicionales (de acuerdo a la última observa-

ción x (t2014))de las funciones media, mediana y moda, aśı como las bandas de confianza dadas

por las funciones de percentiles al 2.5 % y 97.5 %. Las predicciones y el gráfico en el escenario 1

se muestran en 4.7 y 4.8.

Figura 4.7: Predicciones Noruega(escenario 1)

Vemos que, luego de alcanzar el pico, Noruega comienza a mostrar una disminución en la

producción de pretróleo y, de acuerdo a las estimaciones, la producción para el 2040 será de 45

Mb/d. Hay que tomar en cuenta que este modelo está basado en el supuesto de un único pico

y no toma en cuenta algún cambio en las suposiciones iniciales. Por ejemplo, si se han hayado
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Figura 4.8: Predicciones Noruega (escenario 1)

nuevos yacimientos de petróleo.

Las predicciones y el gráfico en el escenario 2 se muestran en 4.9 y 4.10

Se observa que las predicciones entre el 2000 y el 2014 son buenas y que la del 2015 es buena

en comparación con la estimada en el escenario 1.

Kazajstán

La tabla 4.11 muestra los resultados de las estimaciones.

Se observa el valor del tiempo de pico es tmáx = 2020 y el pico está dado por x (tmáx) =

1759.6329. En este caso, se utilizó la estimación MV del pico de la función media condicional,

considerando s = 2020 y la producción de ese año. Note que las estimaciones del tiempo de pico

y el pico no dependen de los parámetros iniciales ni en los cambios en las estimaciones de la

URR.

Las predicciones y el gráfico respectivo se muestran 4.12 y 4.13
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Figura 4.9: Predicciones Noruega (escenario 2)
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Figura 4.10: Predicciones Noruega (escenario 2)

Figura 4.11: Estimaciones caso Kazajistán
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Figura 4.12: Predicciones Kazajistán

Figura 4.13: Predicciones Kazajistán
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