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Resumen

Este trabajo final de master en estadistica aplicada trata el estudio de ecuaciones
diferenciales y procesos de difusion para explicar las dinamicas estocasticas de la
tasa corta de interés y de los precios de activos financieros; las cuales se
fundamentan, en el presente caso, en el proceso de Wiener.

Para ello, se utiliza el calculo estocastico basado en It6, que se usa
fundamentalmente para obtener diferenciales estocasticas; el objeto de estudio del
calculo de 1t6 es la integral estocastica cuya notacion simplificada es la ecuacion
diferencial estocastica. Es relevante notar que, el presente estudio se circunscribe
Gnicamente al analisis de procesos de difusion que son solucién a ecuaciones
diferenciales estocasticas que contienen una componente determinista y una
componente aleatoria o estocastica; esta ultima, involucra al proceso de Wiener.

Este documento comprende tres capitulos, el primero de éstos dedicado a la
conceptualizacion del proceso de difusion; el segundo centrado en las ecuaciones
diferenciales estocéasticas y su vinculo con los procesos de difusion; y el tercero,
finaliza con aplicaciones de las ecuaciones diferenciales estocasticas y los procesos
de difusion en el &mbito econémico-financiero.

Las dos aplicaciones que se exponen, de las ecuaciones diferenciales estocasticas
y los procesos de difusion en finanzas, datan la modelizacion estocastica de tasas
cortas de interés, tales como los modelos de Vasicek, Rendleman & Bartter, Cox,
Ingersoll & Ross, Ho & Lee, Hull & White, Black, Derman & Toy, y Black &
Karasinski, y la modelizacién de precios de activos financieros, la cual incluye
modelos de tendencia y volatilidad constante, modelos de tendencia y volatilidad
dependiente del tiempo, modelos de promedio aritmético y promedio geométrico
sobre precios.

El trabajo incluye como caso practico los modelos de equilibrio de Vasicek y Cox-
Ingersoll-Ross en la modelizacién de la tasa corta de interés (spot) del mercado
colombiano, conocida como tasa interbancaria -TIB. La eleccion de esta tasa se
sustenta en la importancia que tiene las variaciones de los tipos de interés en los
mercados financieros y en los mercados de bienes y servicios, y que, por ende,
afectan los resultados econdmicos de empresas, inversionistas, familias y Estado,
de forma positiva o negativa, con cierto nivel de impacto. Razonamiento que justifica
la modelacion apropiada de la evolucion de las tasas de interés a través del tiempo
con finalidades de: proyeccion, inversion (financiamiento y cobertura financiera),
gestion del riesgo, definicién de precios, valuacion de activos financieros, decisiones
de politica monetaria y fiscal.



Introduccion

Este trabajo final de master en estadistica aplicada pretende el estudio de
ecuaciones diferenciales y procesos de difusibn en el componente econdémico
financiero, especificamente modelos para explicar las dinAmicas estocasticas de la
tasa de interés instantanea, o tasa corta, continuamente compuesta en el tiempo, y
de los precios de activos financieros; las cuales se fundamentan en procesos
estocasticos, como lo es el movimiento browniano estandar o proceso de Wiener.

Este tipo de procesos no tienen trayectorias derivables, razon por la cual se hace
necesario la construccion de una nueva medida diferente al calculo deterministico
de Riemann; esta medida, en este caso, es el calculo estocastico basado en It6,
construido inicialmente a través de funciones indicadoras, luego funciones
escalonadas y, por ultimo, extendido a un espacio de funciones continuas.

Uno de los resultados méas importantes del célculo estocéstico es la formula de It6
que se usa fundamentalmente para obtener diferenciales estocéasticas; el objeto de
estudio del célculo de Itd es la integral estocastica cuya notacién simplificada es la
ecuacion diferencial estocastica. Es relevante notar que, el presente estudio se
circunscribe Unicamente al analisis de procesos de difusion que son solucion a
ecuaciones diferenciales estocasticas que contienen una componente determinista
y una componente aleatoria 0 estocastica; esta Ultima, involucra al proceso de
Wiener.

Este documento comprende tres capitulos, el primero de éstos dedicado a la
conceptualizacion del proceso de difusion; el segundo centrado en las ecuaciones
diferenciales estocéasticas y su vinculo con los procesos de difusién; y el tercero,
finaliza con aplicaciones de las ecuaciones diferenciales estocasticas y los procesos
de difusion en el &mbito econémico-financiero.

En el primer capitulo se presentan generalidades sobre los procesos estocasticos,
incluyendo las ecuaciones de Chapman Kolmogorov y, las ecuaciones cinéticas
adelantada y atrasada; posteriormente, se expone el teorema de Pawula como
alternativa de solucion para que las ecuaciones diferenciales parciales que hacen
parte de las ecuaciones cinéticas anteriormente mencionadas puedan ser resueltas,
bien por métodos analiticos o por métodos numéricos; de esta manera, se
reescriben las ecuaciones cinéticas bajo la hip6tesis de Pawula. Por dltimo, en este
capitulo, se define el concepto de proceso de difusion, y se establecen las
ecuaciones de Fokker-Plank y de Kolmogorov en dichos procesos.

En el segundo capitulo se aborda la integral estocastica en el sentido de Itd, con
sus reglas y propiedades; al igual que, la diferencial estocastica, la formula basica
de 1t6 y una extension de dicha férmula. El capitulo finaliza con el tema de
ecuaciones diferenciales estocasticas, el calculo de su media y su varianza, la



existencia, unicidad y propiedades de la solucién, tipos de ecuaciones (exactas,
lineales, entre otras), y algunos métodos de resolucion.

En el tercer capitulo se desarrollan dos aplicaciones relevantes de las ecuaciones
diferenciales estocéasticas y los procesos de difusion, la primera, respecto a la
modelizacion estocastica de tasas cortas de interés, tales como los modelos de
Vasicek (1977), Rendleman & Bartter (1980), Cox, Ingersoll & Ross (1985), Ho &
Lee (1986), Hull & White (1990), Black, Derman & Toy (1990), y Black & Karasinski
(1991), caracterizados como modelos de un factor (dicho factor es la tasa corta), los
cuales suponen que la tasa sigue un proceso continuo markoviano. La segunda, en
relacion con la modelizacion de precios de activos financieros, la cual incluye
modelos de tendencia y volatilidad constante, modelos de tendencia y volatilidad
dependiente del tiempo, modelos de promedio aritmético y promedio geométrico
sobre precios.

El capitulo tres finaliza con un caso practico que relaciona los modelos de equilibrio
de Vasicek y Cox-Ingersoll-Ross en la modelizacion de la tasa corta de interés (spot)
del mercado colombiano, conocida como tasa interbancaria -TIB. El supuesto de
Vasicek es que la tasa de interés de corto plazo sigue una caminata aleatoria con
reversion a la media representada en la ecuacion diferencial estocastica: dr, =
a(b —ry)dt + cdW,, y donde el precio de mercado del riesgo A(t,r) =1 es
constante; a(b — r;) representa una fuerza que lleva al proceso hacia su media de
largo plazo b con una magnitud proporcional a la desviacion del proceso desde la
media y, la constante a representa la velocidad de ajuste; respecto al término
estocastico adW,, este hace que el proceso fluctie alrededor de b de forma aleatoria
y continua; en este caso, las tasas de interés son gaussianas, lo cual, en la
actualidad, es una ventaja del modelo dado que existen tasas de interés negativas,
lo que lo hace util en la descripcidn y explicacién de este tipo de fenbmenos.
Mientras que, el supuesto de Cox-Ingersoll-Ross es que la tasa sigue una caminata
aleatoria con reversion a la media representada en la ecuacion diferencial

estocéstica: dr; = a(b —rp)dt + a\/r—tth, y donde el precio de mercado del riesgo

A(t,r) = n,/r: deja de ser constante; en este caso, las tasas de interés son siempre
no negativas, conducidas por una Chi cuadrada no central.

La eleccion de la tasa corta de interés TIB, como caso practico, se sustenta en la
importancia que tiene las variaciones de los tipos de interés en los mercados
financieros y en los mercados de bienes y servicios, y que, por ende, afectan los
resultados econémicos de empresas, inversionistas, familias y Estado, de forma
positiva 0 negativa, con cierto nivel de impacto. Razonamiento que justifica la
modelacién apropiada de la evolucion de las tasas de interés a través del tiempo
con finalidades de: proyeccion, inversion (financiamiento y cobertura financiera),
gestion del riesgo, definicion de precios, valuacion de activos financieros, decisiones
de politica monetaria y fiscal, entre otros.



Una importante caracteristica del presente trabajo es la exposicion, por parte del
autor, de un sinnimero de ejemplos respecto a: (i) la aplicacion de las propiedades
de las diferenciales estocasticas, (ii) la férmula de It6, (iii) el calculo de media y
varianza, (iv) la solucion de los diferentes tipos de ecuaciones diferenciales
estocésticas, (v) modelos de tipos de interés y, (vi) modelos de precios de activos
financieros; algunos de estos ejemplos aparecen enunciados como ejercicios
propuestos en el articulo de “An Introduction to Stochastic Calculus with Applications
to Finance” escrito por Calin (2012), y han sido desarrollados con detalle en este
trabajo.

También se exhibe el desarrollo matematico de modelos como el de Black, Derman
& Toy vy el de Black & Karasinski con cierto nivel de detalle cuantitativo.

Al igual que, se presenta el codigo en R de la aplicacion de dos de los modelos
analizados, el de Vasicek y el de Cox-Ingersoll-Ross. Llegando a las soluciones:
respecto a Vasicek, r, = 1.8339 + (1, — 1.8339)e~%014% + 0,0190 fote—°-°149(t—s)dws
y a Cox-Ingersoll-Ross, 7, = 1.9853 + 0.0281¢ — 0.0146 [ ryds + 1.5328 [, \[r;dWs.
Modelando asi la tasa interbancaria del mercado colombiano.



Capitulo 1. Procesos de difusion

En este trabajo se abordara el estudio de procesos de difusion unidimensionales;
éstos son un caso particular de los procesos de Markov en tiempo continuo y con
espacio de estados continuo, los cuales se explicaran mas adelante.

1.1.- Generalidades sobre procesos estocasticos

La medicién del nivel de agua durante un intervalo [t,, T]; la descripcion del
movimiento en forma erratica de una particula de materia inorganica suspendida en
el agua o en otros liquidos en funcién del tiempo; el estudio del comportamiento
aleatorio de las variables financieras en un periodo determinado: tasas de intereés,
precios de activos, tipos de cambio, indices bursatiles, entre otros, hace necesario
considerar simultineamente una familia de variables aleatorias que dependen de
un parametro continuo (por ejemplo: el tiempo) con el propdsito de modelar sus
trayectorias (0 realizaciones del proceso). Esto es, un modelo matematico respecto
al comportamiento en el tiempo, de estos fendmenos aleatorios, se considera un
proceso estocastico.

1.1.1.- Definicién de proceso estocastico y conceptos generales

Dado un espacio de probabilidad (Q, A, %), un proceso estocastico es una familia
de variables aleatorias definidas sobre dicho espacio. Esa familia de variables
estara indexada por un parametro t que varia en un conjunto ordenado de indices
T denominado el espacio paramétrico. De esta forma, se denota al proceso como
{X(t,w):t € T,w € Q}. En lo que sigue, se supone que T es un subconjunto de R,
bien sea un intervalo o un subconjunto de N.

Paracadat € T, X(t) es una variable aleatoria que toma valores en un subconjunto
de R (0o de R™) lo que se denomina espacio de estados, el cual es un espacio
medible considerando la o-algebra de Borel, o la restriccidn correspondiente al
subconjunto en cuestion.

Segun el espacio parameétrico considerado, sea discreto o continuo, se puede hacer
una primera clasificacion de procesos estocasticos, diferenciando entre procesos
en tiempo discreto y procesos en tiempo continuo, respectivamente. Dentro de cada
clase anterior se puede hacer otra clasificacién atendiendo al espacio de estados.
Asi, si las variables del proceso son discretas se habla de proceso estocastico
discreto, mientras que, si son continuas se habla de proceso estocastico continuo.

Por otro lado, para cada valor w € Q, se puede considerar el conjunto
{X(t,w):t € T}, que serd un subconjunto de R (o de R™) lo que se denomina la



trayectoria muestral asociada a w. De esta forma, si se nota por R al conjunto de
funciones de T en R (o en R™), se puede considerar una aplicacion de Q en R” que
a cada valor w le asigna su trayectoria; esto es,

X:Q->RT
w- X(w): T-R
t-> X(t,w)

Puesto que, (Q,A) es un espacio medible, surge la tarea de estudiar la medibilidad
de X. Para ello, es necesario construir una o-algebra en R”, lo cual se resuelve
mediante la g-algebra minimal sobre los rectangulos medibles definidos en R?, que
se llamara BT.

Una vez realizada dicha construccion, el teorema de medibilidad resuelve la
cuestion planteada en el siguiente sentido:

X: (Q,A) - (RT,BT) es medible & X(t,w): (Q,A) » (R,B) es medible vt € T

El teorema de medibilidad permite establecer una definicibn mas rigurosa de
Proceso Estocastico en el siguiente sentido: Dado un espacio de probabilidad
(Q,A,P) y un conjunto ordenado T, un proceso estocastico es una funcion medible

X:(Q,AP) - (RT,BT).

Asimismo, la medibilidad de X permite definir una medida de probabilidad en
(R7,BT) que da origen a lo que se denomina la distribucién de probabilidad del
proceso, y que viene dada por P.(B) =P(X"1(B)), VBEB'. Asi P, es la
distribucion conjunta de las distribuciones que conforman el proceso, por lo que, el
estudio de un proceso se reduce al estudio de su distribucion. No obstante, el
teorema de consistencia asegura que el estudio se puede reducir al de la
distribucién conjunta de cualquier coleccion finita de variables del proceso, a cuyas
distribuciones se les conoce como distribuciones finito-dimensionales del proceso.

Lo que sigue esta centrado en procesos en tiempo continuo y con espacio de
estados continuo. Asimismo, y para no recargar la notaciéon cuando ello no lleve a
confusion, los procesos seran notados en la forma {X(t):t € T < R}.

1.1.2.- Algunos tipos de procesos estocasticos

Los diferentes tipos de procesos estocasticos se obtienen al considerar las distintas
posibilidades para el espacio paramétrico, el espacio de estados, las caracteristicas
de las trayectorias y, principalmente, las relaciones de dependencia entre las
variables aleatorias que conforman el proceso.

A continuacion, se definen algunos tipos de procesos estocasticos atendiendo a
algunas caracteristicas concretas asociadas a éstos. Se considera para ello
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{X(t):t € T < R} un proceso estocastico real valuado y definido sobre un espacio
de probabilidad (Q, A, P).

1.1.2.1.- Procesos con incrementos independientes

{X(t):t € T < R} se dice que tiene incrementos independientes si Vn € N, y para
cualesquierat; <t, < - <ty las variables X(t,), X(t;) — X(t1),..., X(t,) — X(t,—1)
son independientes. Esto quiere decir que, los desplazamientos que tiene el proceso
en estos intervalos disjuntos de tiempo son independientes unos de otros.

1.1.2.2.- Procesos estrictamente estacionarios

{X(t):t € T < R} se dice estrictamente estacionario si Vn € N, Vt,, ..., t, € T,Vh € R
talquet; +h,..,.t,+he€TyA,,.. A, €A se verifica

P(X(t, + h) € Ay, .., X(t, + h) € A,) = P(X(t,) € Ay, ..., X(t,) € A,)

Esto es, la distribucién del vector (X(tl),X(tz),...,X(tn)) es la misma que la del
vector (X(t1 +h),X(t, +h),.... X(t, + h)), lo que significa que las distribuciones
finito dimensionales del proceso son invariantes frente a una traslacion en el espacio
paramétrico. Ademas, se tiene:

1. Si existe la funcion media entonces es constante ya que las distribuciones
unidimensionales coinciden.

2. Si los momentos de segundo orden existen, la funcion de covarianza
depende solo de la diferencia t —s. En efecto, como las distribuciones
bidimensionales (X(s),X(t))" y (X(s + h),X(t + h))’ coinciden para todo h,
entonces Cov[X(s),X(t)] = Cov[X(s + h),X(t + h)] y tomando h = —s se
verifica C,(s,t) = C,(0,t — s).

1.1.2.3.- Procesos con incrementos estacionarios

{X(t):t e T < R} se dice tiene incrementos estacionarios si para cualesquiera
tiempos s <t y Vh € R, las variables X(t + h) —X(s+ h) y X(t) — X(s) tienen la
misma distribucion de probabilidad. Es decir, el incremento que tiene el proceso
entre los tiempos s y t s6lo depende de estos tiempos a través de la diferencia t — s,
y no de los valores especificos de s y t.

1.1.2.4.- Procesos débilmente estacionarios

{X(t):t € T < R}, cuyos momentos de segundo orden existen (proceso de segundo
orden), es débilmente estacionario si: i) la funcibn media es constante, y ii) la funcion
de covarianza depende solo de la diferencia t — s.



Es importante notar que, todo proceso estrictamente estacionario es débilmente
estacionario pero el reciproco no es cierto.

1.1.2.5.- Procesos Martingalas

{X(t):t e T < R} es un martingala si para cualesquiera t; <t, <--<t, €T se
verifica E[X(t,)|X(ty),X(ty),...,X(t,—1)] = X(t,—1) (c.s.). En otras palabras, esta
igualdad significa que el valor promedio del proceso al tiempo t, es el valor del
proceso en su Ultimo momento observado, es decir, X(t,_).

Se trata de una ley de movimiento aleatorio que es equilibrada o simétrica, pues en
promedio el sistema no cambia del Ultimo momento observado; conocido también
como procesos de juegos justos.

Si la igualdad se cambia por < se dird que {X(t):t € T € R} es un supermartingala
y si se cambia por > se dird que es una submartingala.

1.1.2.6.- Procesos de Lévy

{X(t):t € T < R} es un proceso de Lévy si sus incrementos son independientes y
estacionarios.

1.1.2.7.- Procesos de Markov

{X(t):t e T < R} se dice de Markov si vn = 0 y para cualesquiera t, < t; < -+ <
t, < thn4+1 € T yestados xy, x4, ..., X,—1 (pasado), x,,(presente), x,+1(futuro) se tiene

P(X(tns1) < XX (tn) = x5, X(tn—1) = Xp—1, ..., X (o) = Xo)
= P(X(tn+1) < xn+1|X(tn) = xn)-

La propiedad que define a este tipo de procesos se conoce como propiedad de
Markov e indica que el comportamiento del proceso en el instante t = t,,,; solo
depende del estado del proceso en t = t,,, por lo que se prescinde de la informacién
que se tiene del proceso antes de t,.

1.1.2.8.- Proceso gaussiano

{X(t):t € T < R} se dice gaussiano si cualquier combinacion lineal finita de la forma
=1 a; X(t;) es una variable normal unidimensional.

El siguiente resultado proporciona una caracterizacion en términos de las
distribuciones finito-dimensionales del proceso.

Un proceso estocastico {X(t):t € T < R} es gaussiano si y soélo si se verifica:



1. Es de segundo orden, esto es, E[X(t)?] < o, Vt € T.
2. Para cualquier coleccion finita {t;,...,t,jcont; eTyVA, €R,i=1,...,n

n n 1 n n
E [exp <i Z A X(tj)> = exp (i Z 4 my(t) — EZ Z LGy (t; t,))
=1 j=1 =1

donde my(t;) = E[X(t;)] v Cx (¢, t1) = Cov[X(t;), X(t)].

Esto muestra que los procesos gaussianos vienen determinados a partir de la
funciones media y covarianza, siendo normales las distribuciones finito-
dimensionales (en el segundo apartado se muestra la funcién caracteristica del
vector (X(tl),...,X(tn))', vn). Ademas, este apartado garantiza poder tratar las
mismas aun en el caso de que la matriz de covarianzas sea semidefinida positiva.

1.2.- Proceso de difusion. Ecuaciones de Kolmogorov

Como es conocido, el Teorema de Consistencia de Kolmogorov indica que la
distribucién de probabilidad del proceso {X(t,w):t € T, w € Q} esta determinada por
las distribuciones n dimensionales de (X(tl),...,X(tn)) para cualquier n y
cualesquiera ty, ..., t, € T. Ademas, puesto que la propiedad de Markov indica que
el comportamiento del proceso en el instante t = t,, solo depende del estado del
proceso en el instante t = t,,_;.

Por otro lado, dados dos instantes s,t € T tales que s <t, las probabilidades
condicionadas P(X(t) € A|X(s) = x) se conocen con el nombre de probabilidades
de transicion, donde x es un valor del espacio de estados. Esta es una funcion de
cuatro variables que se notara como P(4,t; x,s) = P(X(t) € A|X(s) = x) la cual
verifica las siguientes propiedades:

P(A,t;.,s) es unafuncién medible sobre el espacio de estados (considerando sobre
éste la g-algebra de Borel B) paraV s,t € T talque s < t y para VA € B.

P(.,t; x,s) es una medida de probabilidad sobre B, para todo x en el espacio de
estadosy paraVvs,t €T tal que s < t.

Ecuacion de Chapman-Kolmogorov: paraVs,u,t eTtalque s<u<t,VAEB; Yy
V x se verifica:

P(At; x,s) = fP(B, t;y,wP(dy,u;x,s)

donde la integral se extiende sobre el espacio de estados.

Continuando con procesos en tiempo continuo y con espacio de estados continuo,
se supondra que existen las densidades asociadas a las distribuciones anteriores.
Por lo tanto, se llamara f(x;,t;;...;x, t,) @ las densidades asociadas a las



distribuciones n dimensionales (X(tl),...,X(tn))', mientras que por f(x,t|y,s) se
notara a las densidades de transicion, asociadas a las probabilidades de transicion
anteriores.

En este caso, la propiedad de Markov se escribe

f O, tplxe, t; %2, b5 o5 Xnoq, tno1) = fp talXnoq, thor) Vi <t < <t €T,

Mientras que, la Ecuacion de Chapman-Kolmogorov adopta la siguiente expresion:

fx, tly,s) = ff(x,t|z,r)f(z,r|y,s)dz, Vx,y, Vs< 1<t

Esta indica que la transicion, desde el estado y en el instante s al estado x en el
instante t, puede analizarse en dos etapas pasando a través de un estado arbitrario
z en un instante de tiempo arbitrario t intermedio entre s y t.

Ademas, la propiedad de Markov permite que a partir de la distribucion inicial del
proceso y las transiciones se tenga cualquier distribucion finito dimensional. En
efecto, si se considera t, € T el origen del espacio paramétrico se verifica:

f(xo,tos Xq,t15 .5 X t) = (X, tos -5 Xn—1, tne1) f (X, Enl X0, Eos o5 X1, Epmg) =t
= [t tnlxXn—1, tho1) f (o1, tno1[Xn—2, th—2)... f (X1, t1]x0, to) f (X0, to)

Por ultimo, un caso particular interesante es aquél en el que las probabilidades de
transicion verifican la propiedad:

P(A t; x,s) =P(A,t+h; x,s+h), Vx, VAEA, Vs<t, VhER

en cuyo caso se dice que las probabilidades de transicion son estacionarias y el
proceso de Markov se dice homogéneo en el tiempo.

Observe que en este caso las probabilidades de transicion (y también las
densidades si estas existen) dependen de t —s (basta considerar h = —s en la
propiedad anterior).

A continuacion, se muestran algunos resultados basicos interesantes sobre
procesos de Markov, algunos de los cuales estan relacionados con otros tipos de
procesos:

1. Sea {X(t):t € T} un proceso de Markov y g una funciéon medible Borel con
inversa. Entonces {g(X(t)): t € T} es un proceso de Markov.

2. Si{X(t):t € T} es un proceso de Markov con incrementos independientes y
media constante entonces es una Martingala.

3. Si {X(t):t € T} es un proceso con incrementos independientes para el cual
existen las densidades finito-dimensionales entonces es de Markov.
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1.2.1.- Ecuaciones cinéticas para procesos markovianos y no markovianos

Sea {X(t):t € T} un proceso de Markov en tiempo continuo con espacio de estados
continuo. Se supondra que existen las funciones de densidad de transicion,
f(x,tly,s), las cuales verifican (al igual que las distribuciones de transicion) la
ecuacion de Chapman-Kolmogorov

ftly,s) = f fGtlz0) f@ly, s)dz,

donde s < T < t son instantes arbitrarios en los que se verifica X(t) = x, X(7) = z,
X(s) =y, y donde la integral se extiende al espacio de estados asociado al proceso.

Esta ecuacion puede ser vista como una relacién de compatibilidad verificada por
cualquier proceso de Markov, pero no es suficiente para determinar las densidades
de probabilidad de transicion. La idea que se desarrolla a continuacion es obtener
una forma diferencial de la ecuacion anterior cuya posible solucién proporcione tal
densidad. Para ello, se toma en la ecuacion anterior los instantes de tiempo s < t <
t+ At con X(s) =y, X(t) =z, X(t+ At) = x. Con ello

fx, t + At|y,s) = ff(x,t + At|z,t) f(z, t|y, s)dz,

Ahora restando f(x, t|y,s) de ambos miembros de la ecuacion se tiene:

flx, t + Atly,s) — f(x, t|y,s) = ff(x,t + At|z,t) f(z, t|y,s)dz — f(x, t]y,s).

Sea ahora R una funcion que verifique que tienda a cero, junto con sus derivadas
de cualquier orden, de forma suficientemente rapida en los limites del espacio de
estados considerado. Multiplicando ambos miembros de la ecuacion anterior por

R . . .
A(—:) e integrando sobre el espacio de estados se verifica

f(x't + Atly,S) —f(x,t|y,s) _ :R(X)
At At

R(x)
R(x) ff(x,t+At|z, t)f(z,t|y,s)dz—Tf(x,ﬂy,s)

fR(x)f(x, t+ Atly.zz — f(x, tly,s) dx

= Aitfﬂe(x) (f f(x, t+ At|z,t) f(z, t]y, s)dz) dx — Aitfgz(x)f(x,qy, s)dx.

Ahora se considera el desarrollo en series de Taylor de la funcién R en un entorno
de z, se supondra que existe la derivada de f(x, t|y,s) respecto a t (que se supone
continua), se sustituye en la ecuacion anterior y se toma limites cuando At — 0. De
esta forma se tendra
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f R0 of (xétt .9
1
%)

n z R™(2) (x;—|z)"] (f f(x, t + Atz t) f(z t|y, S)dZ> dx
n=1

= lim

At—0

R(z)

1
— Ef R(x)f (x,t]y,s)dx

© 1
= z =1Ef.’Rn)(Z)f(Z,t|y'S) llm —.I-(x_z)nf(x ¢

+ At|z, t)dx) dz

Se supone ahora que existen todos los momentos de los incrementos condicionados
E[(X(t +At) — X(£))"1X(t) = z] = f (x — 2)"f(x, t + At|z, t)dx,

Asi como los limites de dichos momentos cuando At — 0. Llamando A4,,(z,t) a esos
limites, la expresion anterior que involucra limites queda en la forma
af (x, t|y, s ® 1
fR(x)de = Z —f RY(2)f(z, t|y,s)An(z,t)dz
at n=1 n!
Ahora bien, supuesto que la funcion f(z, t|y, s)A,(z, t) es infinitamente derivable con

derivadas continuas y acotadas, si se integra por partes en el miembro derecho de
la expresion anterior (y si se identifica z = x), se tiene

A, OF G tly 9]

axn

f RV@f (2 tly, $)An(z, )dz = (~1)" f R

Por lo que,

[ {af(x i) L 07l O 5 dx}:0

ax™m
y dada la arbitrariedad de la funcién R, se concluye

of (x, tly,s) _ Z“’ (=" 0" [An(x, )f (x, t]y, s)]

ot n! R(x) axn

en casi todo punto y, puesto que las derivadas son continuas, en todo punto. La
ecuaciéon obtenida es la denominada Ecuacién Cinética Adelantada.

Nota: las funciones 4, (x,t) son conocidas como los momentos infinitesimales del
proceso. Puesto que,
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1
An,) = fim [ v = 0"t + Atz Ody
o1 n _
= Alg_)mOEE[(X(t +At) —X(8)) 1X(0) = x],
en particular, para un intervalo de tiempo pequefio At, se tiene
E[AX(D)]|X(t) = x] = A1 (x,t)At
asi como
E|(8X(@®)°1X (1) = x| ~ 4,(x, )At
por lo que,
Var[AX(£)|X(t) = x] ~ E [(AX(t))2|X(t) - x] —(E[AX(®)|X () = x])?
Var[AX(£)|X(t) = x] = A, (x, t)At— (4, (x, t)At)?
Var[AX(t)|X(t) = x] = A, (x, t)At—[A;(x, t)]?(At)?

y con esto,

- Var[AX(t)|X(t) = x]
lim

At—>0 At =400

Asi pues, es habitual llamar a A4, (x, t)At la media infinitesimal (o drift) del proceso y
a A,(x,t) la varianza infinitesimal. Es importante notar que, lo que se esta
considerando son los momentos de los incrementos condicionados del proceso.
Asimismo, si el proceso es homogéneo entonces sus densidades de transicion sélo
dependen de la diferencia entre el instante presente y el inicial, o sea,
f(y, t + At|x, t) = f(y,At|x, 0), por lo que los momentos infinitesimales no dependen
del tiempo.

En el desarrollo anterior se puede cambiar los papeles de las variables involucradas
en el mismo. Se puede ver que en la ecuacion

af (x, tly,s) ® (=D OMA,(x, ) f (x, t|y,s)]
I Z R(2) ox"

n=1 n!

se han considerado las derivadas de la densidad de transicion respecto del instante
presente t y el estado presente x, mientras que s y y funcionan como parametros.
Por tanto, para obtener otra forma diferencial de la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov se intercambian los papeles de esas variables. Considere los instantes
de tiempo s — As < s < t, en los cuales se verifica X(s —As) =y, X(s) =zy X(t) =
X.

Con ello la ecuacion de Chapman-Kolmogorov queda en la forma
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f(x, tly,s — As) =ff(x,t|z,s)f(z,s|y,s—As)dz

Ahora bien, f(x,t|y,s) se puede reescribir como
fx, tly,s) = ff(x, tly,s) f(z,s|y, s — As)dz,

dado que, f(x, t|y,s) = f(x,t|y,s) [ f(zs|y,s —As)dz, y [ f(z, s|y,s — As)dz = 1.

por lo que,

f(x,t|y,s _AS) _f(x,tb’,s)
=ff(x,tlz,s)f(z,sly,s—As)dz—ff(x,tly,s)f(z,s|y,s—As)dz

£ tly,s — As) — F(x tly,s) = j F@sly,s — A)[F(x tlzs) — F o tly, )] dz

Ahora se desarrolla f(x, t|z, s) (como funcion de z) en un entorno de y se tendra

© 19"f(x,tly,

FGatly,s = 85) = f(xtly,s) = ) 2 [ fasty.s — a5) (2 - yyra

n=1M! aym
Por ultimo, dividiendo en la expresion anterior por —As y tomando limite cuando As
tiende a cero, se concluye (supuesto que todas las operaciones se puedan realizar)
que

of (x, tly,s) _ _Z‘” An(y,8) 0" f (%, t]y, s)
ds n=1 n! aym

gue constituye la llamada Ecuacion Cinética Atrasada.

Nota: Observe que en la ecuacion cinética adelantada las variables iniciales estan
fijas mientras que en la atrasada se describe el desarrollo del proceso que conduce
a un estado asignado en el instante presente.

1.2.2.- Teorema de Pawula. Ecuaciones de Fokker-Planch y Kolmogorov

¢ Qué se puede hacer con las ecuaciones cinéticas adelantada y atrasada? Poco,
dada la presencia de derivadas de alto orden con respecto a la variable de estado.
La situacion seria distinta si las ecuaciones presentaran un numero finito, y de ser
posible pequefio, de términos. Ello puede verificarse si, por ejemplo, los momentos
infinitesimales fueran cero a partir de un cierto n en adelante. De esta manera
estariamos frente a ecuaciones diferenciales parciales que se podrian resolver, bien
por métodos analiticos o por métodos numéricos.

El siguiente resultado, debido a Pawula (1967), nos proporciona una condicion
suficiente para que se verifique la situacién que se acaba de presentar, y es valido
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tanto para procesos markovianos como para procesos no markovianos, aclarando
gue en este caso sélo se consideran procesos de Markov.

SiA,(x,t) <o VneN,ysiA,(x,t) =0 para algun n par, entonces A4,(x,t) =0
vn = 3.

Asi, bajo esta hipotesis, las ecuaciones cinéticas quedan de la forma:

af(x, tly; S) — a[Al(x; t)f(x, tly; S)] laz[AZ(x' t)f(x' tlyr S)]

ot 0x 2 0x2
af (x, tly,s) of (x, tly,s)  Ax(y,5)0%f(xtly,s)

Adelantada (o de Fokker-Planck) y Atrasada (o de Kolmogorov), respectivamente.

1.2.3.- Definicién de proceso de difusién

Sea F(x,t|y,s) la funcidon de distribucidn de transicion, entonces, un proceso de
Markov {X(t):t, < t < T} en tiempo continuo y con espacio de estados continuo se
dice que es un proceso de difusion si tiene trayectorias continuas casi seguro y Vx
y Ve > 0 se verifica

.1 _
1. Al_)rr})zfly_xle(dy, t+hl|x,t) =0
2. Existen funciones A;(x,t) y A,(x, t) tales que,
. 1
a) lim [ ey —X)F(dy,t +hlx,t) = A (x,1)

im < — )2 _
b) ;llll)r})hfly—xlﬁ(y x)?F(dy,t + h|x, t) = A,(x,t)

Esta primera condicion significa que grandes cambios en un corto espacio de tiempo
son poco probables. Ademas, esta condicion implica la continuidad en probabilidad,
por lo que es una condicion mas fuerte que ésta. En efecto,

P(IX(t+h) —X(@®)| > ¢€) = E[P(1X(t + B) — X(©)| > €|X(D)]

= j+m (J F(dy,t + h|x, t)) F(dx,t)
-0 |ly—x|>€

por lo que basta con aplicar el teorema de la convergencia dominada ya que
(f|y-x|>eF(dy' t+ hlx, t)) esta acotada y converge a cero.

Obsérvese que las funciones A;(x,t) y A,(x,t) no se corresponden exactamente
con los momentos infinitesimales anteriormente introducidos, sino que son los
momentos truncados de los incrementos condicionados. La razén de su empleo en
esta definicion radica en que siempre existen mientras que para los otros no se tiene
asegurada siempre su existencia. Posteriormente, se vera que la denominacion de
momentos infinitesimales se puede mantener aun en el caso de ser truncados.
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En la definicion de proceso de difusiébn aparecen sélo dos primeros momentos
truncados. Ello no es casualidad ya que, en general, los de orden superior son nulos.
En efecto, sea r>2,e¢>0, 6 >0, te|[t, T] y x perteneciente al espacio de
estados. Entonces se verifica
1

lim —f (y —x)"F(dy,t + h|x,t) = 0.

h—0h ly—x|<e
A partir de la definicion anterior puede ser complicado, en determinadas
condiciones, comprobar que un determinado proceso sea de difusion. El siguiente
resultado proporciona unas condiciones suficientes para que un proceso sea de
difusion.
Sea {X(t):t, <t < T} un proceso de Markov en tiempo continuo y con espacio de
estados continuo y con trayectorias continuas casi seguro y verificando las
condiciones

1. existe § > 0 tal que vx fllimO%f(y —x)?*9F(dy,t + h|x,t) = 0,
2. existen funciones A;(x,t) y A,(x, t) tales que Vx
a) lim - [(y = )F (dy, t + hlx, ) = 4, (x, )

b) Jim & [ (y = x)*F (dy, t + hlx,t) = A2(x, 1)

Entonces {X(t):t, < t < T} es un proceso de difusion.

Si se asumen las condiciones anteriores para verificar que un proceso sea una
difusién, no podemos asegurar que, de existir, los momentos infinitesimales de
orden superior a dos sean nulos (como si ocurre con los momentos infinitesimales
truncados). Lo que si es cierto es que, del hecho anterior, los momentos
infinitesimales de orden 1y 2 (de existir y con la condicion anterior) coinciden con
los truncados. De esta forma se justifican los nombres de media y varianza
infinitesimal para las funciones A, y 4, en el sentido de ser la media y la varianza,
por unidad de tiempo, del incremento condicionado (en caso contrario deberian
llamarse media y varianza infinitesimal truncados).

1.2.4.- Ecuaciones de Kolmogorov y Fokker-Plank en los procesos de difusion
Los procesos de difusion verifican la ecuacion atrasada (o de Kolmogorov).

Sea {X(t):t, <t <T} un proceso de difusion. Se asume que para cada (x,t),
F(x,t|y,s) es dos veces derivable respecto de y, siendo dichas derivadas continuas
y acotadas. Entonces F(x,t|y,s) es derivable respecto a s y verifica la ecuacion
atrasada

OF (x,t|y,s) N OF (x,t|y,s) N A,(y,8) 0%F (x, t|y,s)

A
aS l(yi S) ay 2 ayz

=0, tp<s<t<T
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lsix=>y

con la cond|C|on;1_)th(x,t|y, s) = ;Lth[X(t) <x|X(s) =yl = {0 six<y

En caso de existir las densidades de transicion, se verifica la ecuacion atrasada
para ellas y con condicion inicial limtf(x, tly,s) = 6(x —y)
S—

Ya que la funcion delta de Dirac 6 (x — y) es la derivada de la funcién de distribucion
F(x,t|y,s).

Los procesos de difusion verifican la ecuacion adelantada (o de Fokker-Planck).

Sea {X(t):t, <t < T} un proceso de difusién. Se asume que existen las derivadas

af(x, tly; S) a[Al(x; t)f(x, tly; S)] az[AZ (X, t)f(x' tly' S)]
ot ox Y ox?

y son continuas. Entonces f (x, t]y, s) verifica la ecuacion adelantada

af (x,tly, d[A;(x, t Jtly, 10%[A,(x,t Jtly,
[ tlys) | Of ety )] | 1A 0f Catly )l o,
ot 0x 2 0x?

con la condicién }imf(x, tly,s) = 6(x —y).
—S

Ejemplo 1: El proceso de Wiener es una difusion con momentos infinitesimales
A;(x,t)=0 y A,(x,t) = 1. Por lo tanto, sus densidades de transicion verifican las
ecuaciones diferenciales atrasada

of (x, t|y,s) N 10%f(x,t|y,s)
ds 2 dy?

=0, limtf(x,tly, s)=8(x—y)
S—

Y adelantada
of (x, tly,s) 10%f(x,tly,s)
ot 2 0x?2

Es importante notar que, la ecuacion adelantada es la denominada ecuacion de
calor.

=0, limf(xtly,s) = 6(x~y)
—S

También, es relevante notar que, los momentos infinitesimales determinan al
proceso de difusion. Se supone que los momentos infinitesimales A, y A, verifican,
para todo valor x del espacio de estados y Vt € [t,, T], las siguientes condiciones:

1. Existen unas constantes positivas g, Yy k tales que
A (x, 0)| < kV1+ x2
" 0< 0y <+Ay(x,t) < kV1+x2

2. Existen constantes positivas y y k tales que
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" A1 (0 t) — A D) < klx =yl
. |\/A2(x, t) — \/Az(y, t)| < klx —y|.

Entonces se verifica:

1. La ecuacion atrasada tiene una unica solucién sujeta a la condicion frontera

. . lsix=>y

= < = =

mFCx, ly,s) = EmPIX() < 21X =¥] = {5 % =
F(x,t|y,s) es derivable respecto de x, por lo que admite densidad, que
también verificara la ecuacion atrasada con condicion frontera del tipo delta
de Dirac limtf(x,t|y, s)=8(x—y).

S—

2. Existe un proceso de Markov {X(t): <t € [t,, T]} con trayectorias continuas,
gue verifica las condiciones de proceso de difusién y que tiene por funcion
de distribucion de transicion F(x, t|y, s).
3. Si, ademas, las condiciones del enunciado son cumplidas por
0A4,(x,t) 04,(x,t)  0%4,(x,t)

. Ademas, parat > s,

ox = Ox y 0x2
.z OF (x,t|y,s) ;o .,
entonces la funcion f(x, t|y,s) = —5,  es la Unica solucion fundamental

de la ecuacion adelantada.
4. Siy = 1,entonces f(x, t|y,s) es ladensidad de transicion de la Unica solucion
de la ecuacion integral estocastica

A;(X(s),s)ds + f

t

X(6) = X(to) + f

to

t
VA, (X(s),s)dW(s).
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Capitulo 2. Ecuaciones diferenciales estocasticas, integral
estocasticay procesos de difusion

Una ecuacion diferencial estocastica puede verse como una notacion simplificada
de una integral estocastica.
Como se sabe, en el caso deterministico la solucion del problema:

dxt

— = f(x.,t), con valores iniciales: x,, = c,

donde f es una funcion continua, es equivalente a la solucién de la ecuacion
integral:

t
X¢ =cC+ ff(xs, s)ds
to

De forma andloga, el analisis de sistemas estocasticos dinAmicos conduce con
frecuencia a ecuaciones diferenciales de la forma:

dx,

— =X ) + 6K, )8,

donde &; es un ruido blanco y f,G son funciones continuas. ¢ no es un proceso
estocastico usual, si bien su integral indefinida puede identificarse con el proceso
de Wiener W, como:

t
Wt=j€sds
0

lo que equivale, en notacion simplificada, a la ecuacion diferencial: dW, = &.d;.

En el mismo sentido que en el caso deterministico, esta penultima ecuacion
diferencial estocastica, puede transformarse en la ecuacion integral:
t

t
Xe = ¢+ f (x5,8) ds + G (X, 5) & ds
j f

to

N— —
Integral Riemann—Stieltjes  Integral Estocastica de Itd

Reemplazando &.ds, se tiene:
t

t
Xe=c+ ff(xs,s)ds+ fG(XS,s)dM/'S
to

to

donde ¢ es una variable aleatoria arbitraria. Esta Ultima ecuacion integral, en
notacion simplificada, equivale a la forma diferencial:
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dXt = f(Xt’ t)dt + G(Xt, t)th
En el caso particular, donde G depende solo de t, la integral que compromete a
dicha funcion se puede resolver por el método de integracion por partes, asi:

: [ dg(s)

[ 9@ am = gy W - gy w, - [ wids

to to

La ultima integral es una integral de Riemann ordinaria evaluada sobre la funcién
muestral individual de W,.

Aungue en la practica, en muchos casos relevantes, la funcion G depende tanto de
t como de x; por ello, el matematico Kiyoshi It6, ha dado una definicién de la integral

t .

fto G (X, s) & ds, que incluye el caso cuando G depende solo de t como un caso
especial; tal como se explica a continuacion.

2.1.- Integral estocastica en el sentido de Itd

En primer lugar, se muestra la definicién de la integral estocastica en sentido de It6
para la funcién indicadora en el intervalo [a, b], posteriormente, se aborda la integral
en sentido de Itd de una funcion escalonada en [t,,T], y luego, basados en el
concepto de funcién no anticipativa, se presenta la integral estocastica en sentido
de I1td de una funcién cualesquiera a través de una aproximacion de una funcién
arbitraria con la ayuda de las funciones escalonadas.

Sea x[qp) la funcion indicadora en el intervalo [a,b]. Para 0 < a < b < T se define
su integral estocastica en el sentido de 1td como:

T

f ian) () AW () = W(b) — W (),
0

por tanto, si G es una funcién escalonada en [t,, T], es decir,

m—1
90 = Y GO, 0=t <ty <<ty =b,
k=0

entonces su integral estocastica en el sentido de It6 es:
T T

[swawe = [

0 0

PITICHI e (t)] W) = D gEW (tes) = W(E))
k=0 k=0

Es importante notar que, el valor de g, en el sentido de It6, se toma en el extremo
inferior de cada particion del intervalo, si se tomara en el punto medio se estaria
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ante la integral estocéastica de Stratonovich. También es claro que la funcién g
podria ser aleatoria.

2.1.1.- Reglas basicas de diferenciacién estocéastica

En el célculo de variables reales, si t es una variable independiente, se tiene que el
cuadrado de una cantidad infinitesimal (dt)?, es una cantidad despreciable y se
escribe: (dt)? = 0, en otras palabras, si algo es pequeiio su cuadrado es todavia
mas pequefio. De hecho, (dt)* = 0, sia > 1. Laregla central del calculo estocastico,
gue hace la distincion con el célculo de variables reales, es que el cuadrado de una
cantidad infinitesimal “normal” es significativa. Especificamente, se tiene que si W,
es un proceso de Wiener estandar, entonces (dW,)? = dt. Asimismo, se tiene que,

(dt)(dW,) = (dD)(dt)z = (dt)z = 0.

Asi, las reglas bésicas de diferenciacion estocastica se resumen en el siguiente
cuadro:

dt [ aw,
dt | 0 | 0
dw,| o | dt

2.1.2.- Algunas propiedades de la integral estocéastica de Itd

Sean f y g funciones escalonadas en [t,, T]. Entonces, la integral estocastica en el
sentido de Itd verifica:

L [[(f®)+g@®)dw () = [, fOdW(®) + [] g(&) dW(t)
2. [lcg®ydw(t) =c [, g(t)dWw(t), vc €R

3. Sify g satisfacen fOT(E[fZ(t)] + E[g%(t)]) dt < o, entonces

« E|fjf®aw®]=0
o E[f) f@aw (o [} g® aw®)| = [} E[F(Dg(0)] [dW,)*
= [ EIf(Dg(D)] dt

21



Una funcion g que sea independiente de los incrementos W (t +s) — W(t), Vs > 0,
se llama una funcién no anticipativa (o predictiva) y depende estocasticamente de
W(u) para u <t, donde W es el proceso de Wiener, esto es, depende solo del
pasado. También se puede ver que, para una funciéon g escalonada no anticipativa,

. t ., .. . .
la integral ft g(s) dW; es, a su vez, una funcién no anticipativa. De igual manera, se
0

asume que los saltos de la funcién escalonada aleatoria g ocurren en tiempos no
aleatorios.

Si se denota por H,[0,T] a la clase de funciones no anticipativas g tales que
verifiquen fOTE[gZ(t)] dt < o, se puede demostrar que para cada funcion g €
H,[0, T] existe una sucesion {f,,} de funciones escalonadas tales que:

T
lirp jlg(t) - fL(®O)%dt =0, casi sequro
n—->+oo
0

mientras que la sucesién {fOTfn(s) dW(s)} converge casi seguro, de forma uniforme

en [0, T], a una funcién que se denominara L(t), donde L(t) es una variable aleatoria
que no depende de la eleccibn de la sucesion {f,}. Ademaés, puesto que

T " . . .
fo fn(s) dW (s) es una funcidon continua para cada n y la convergencia es uniforme,

si se define fOTfn(s) dW(s) = L(t), 0 <t < T, entonces dicha integral es una funcion
continua casi seguro en t.

Las siguientes expresiones suelen ser de utilidad:

1L FWEaw () =5 W2 (b) - W(a)) -2 (b — a)
2. Si g es una funcion deterministica regular, entonces

b b
[ 9@ aw e =wvrg®) - w@g@ - [ wigg @

3. Si g es una funcion deterministica regular tal que fot(g(s))z ds < +oo,
entonces

e Media: E [} g(s) aw (s)| = 0.
e Varianza: Var [fotg(s) dW(s)] = fot(g(s))2 ds.

e Covarianza: Cov[fot g1 (W) dW (u), fot g, () dW(u)] = fOtAS g1(w) g, (W) ds,
siendo t A s = min(t, s).
e Normalidad: fotg(s) dW(s) ~ N [0; fot(g(s))2 ds].
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2.2.- Diferencial estocastica, integral estocasticay formula de Ité

Sean a y b dos funciones pertenecientes a H,[0,T] y sea X(t) un proceso
estocastico que satisface la expresion

X(t) — X(ty) = f: a(t) dt + ftt: b(t) AW (b), Vt,t, € [0,T].

En este caso, se dice que el proceso X(t) tiene la siguiente diferencial estocastica
asociada:

dX; = a(t)dt + b(t)dW (t).

Suponga t, =0 y que T es un numero positivo arbitrario, entonces la forma
diferencial de:

t

fW dw, =1(W2(t)—W2(0))—1(t—0) =1W2—1t
J SETS T 2 2t 2

es

d[W2] = dt + 2W,.dW (t)

Si se construye la diferencial de W2 formalmente, usando la serie de Taylor,
entonces se obtiene:

A[W2] = 2W,dW (t) + (dW,)?

Que son totalmente equivalentes, dado que (dW,)? = dt.

2.2.1.- Algunas propiedades relativas a las diferenciales estocasticas

1. Regla del mdultiplo constante: si X; es un proceso estocastico y ¢ es una
constante, entonces:

d[cX;] = cdX;

2. Regladelasumay de la diferencia: si X; y Y; son dos procesos estocasticos,
entonces:

d[Xt i Yt] = dXt i dYt
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3. Regla del producto: sean dX;(t) =a;(t)dt+ b;(t)dW(t), i = 1,2,con
a; y b; funciones pertenecientes a H,[0,T]. Entonces:

dlX; ()X, (®)] = X, () dX,(t) + X, (t)dX, (t) + dX;(£)dX,(t)
= X1 (D[az(D)dt + by (£)aW (t)] + X, (t)[a, (t)dt + by (£)dW (¢)]
+ [a,(t)dt + b, (t)dW (t)][a,(t)dt + b, (t)dW (t)]
= [X1(D)ay(O)dt + X1 ()b, () dW ()]
+ [X2(®)a, (O)dt + X, (£) by (£)dW (2)]

+ [al(t)az ®)(dt)? + a; ()b, ()dW (t)dt + by (t)a,(t)dtdW (t)

+ by ()b, (6)(dW (1))’

= [X1(D)az(D)dt + X, ()b (£)dW (1)]

+ [X2(D)a (D) dt + X, (£)b (D) dW (£)] + [by (£) b, (t)dt]
= [X1(D)a,(t) + X,(t)a,(t) + by (t)b,()]dt

+ [X1(®) b, (2) + X, ()b, (D) ]dW (2)

En su forma integral, esto es:

X (X, (6) = Xy ()X (t) + j X, ()X, (s) + j X,()dXy(s) + [ by(s)by(s)ds

to
conty <t<T.

En comparacion con las formulas correspondientes a la integral o diferencial
ordinaria, existe un término extra, este es: b, (t)b,(t)dt = b, (t)b,(t) (dW,)?.

4. Regla del cociente: si X; y Y; son dos procesos estocasticos, entonces:

Xt Ytht - Xtdyt - dXtdYt Xt
d —] = + — (dY})?
Yt Ytz Ytg ( t)

5. Regla de la cadena: Sea la funcion ®(x,t) = (W, t) = d(W;)g(t), con ¢y
g diferenciables, donde g’ y ¢" son funciones continuas. Se tiene que,

APV (©).) = P (e + gOLOIN) + Ao ()d
= W' ©de + () (¢ WHAW (©) + 56" (W) dt

+ (o'WW, + 59w, dt) g/ (Dt
1
= NG (Ode + 9O W)W, + 5 g(D¢" W) de

1
= (6009 © +59(O¢" W) ) de + g WA,
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10%d

0P 0P
= E(Wb ) 26W2 (Wt' ) dt + (WL" t)dWL‘

Puesto que cualquier funcion regular de la forma ®(x,t) puede aproximarse sobre
compactos de R? por funciones del tipo @,,(x, t) = Xr_; gx(t) bk (x), se concluye que
la regla anterior es valida para toda funcion regular ®(x,t). Finalmente, se
reemplaza x por un proceso estocastico diferenciable cualquiera, dando origen a la
conocida formula de Ité.

Teniendo claro que, usualmente una integral de Riemann no se calcula a partir de
su definicion, sino que existen férmulas bien conocidas que agilizan y simplifican los
calculos; igualmente se presenta la misma situacion para integrales estocésticas.

2.2.2.- Férmula de Itd

Sea X; un proceso con diferencial estocastica: dX; = a(t)dt + b(t)dW, con a 'y b
dos funciones pertenecientes a H,[0,T] y sea f(X;t) una funcién continua con
derivadas parciales continuas. Entonces,

df(Xt; t) = af(gXTt't)dXt + %dt
t
1 azf(th t) azf(Xtr t) aZf( tl t)
E(W (dXt)Z + dextdt (d ) )

Ahora aplicando las reglas basicas de diferenciacion estocastica y sustituyendo dX;,
se tiene:

af(th t) af(Xtr t)
a—Xt (a(t)dt + b(t)th) + Tdt

1(0*f (X, t)
2\ ox?

df (Xe,t) =

(a(t)dt + b(t)dW,)?

2
+2 % (a(t)dt + b(t)dW(t))dt)

_ af(Xtﬂ t) af(Xtﬂ t)
= a—Xt (a(t)dt + b(t)th) + Tdt

1{0%f (X, t)
(2

X2 ((a(t)dt)? + 2a(t)b(t)dtdW, + (b(t)dW,)?)

2
+ 2% (a()(dt)? + b(t)dtth)>
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_0f (X, 0) f X, 1) of (X¢, )
= —axt a(t)dt + —axt b(t)dW, + Y dt
+ §<—6Xt2 b (t)dt)
2
- (af (;(t“ ) g{’; 2 a(t) + %_a j;(;:;’ 2 bZ(t)> ge + LoD g;t 2 b(t)dW,

En el caso que X; = W,, la funcion suavizada del proceso de Wiener en si mismo;
para una funcién continua escalonada definida en [t,,T] con 0 <t < o, se tiene
que, dX; = dW,;, donde a(t) =0, b(t) = 1.

Entonces,

2
AF W, ©) = (af(gl;t, t) 4 angMV/t, t) at) + %%b%ﬂ) dt + %b(t)dwt
t ¢ t

_ af(th t) 1 azf(Wti t) af(Wtr t)
_( ot 2 owp >dt+ W, d

Wi

En el caso especial en el cual f = f(IW,), es decir, es independiente de t y dos veces
diferenciable continuamente con respecto a W;, se obtiene:

1
df(Wt) = Ef”(Wt)dt + f,(Wt)th

Lo que equivale, en la forma integral a:
t 1 t
) = O + [ FOAW; +5 [ £/ OH)ds
0 0

A partir del resultado df (W,) = %f”(Wt)dt + f'(W,)dW,, se tienen los siguientes
casos patrticulares:

1. Sif(x)=x",conn=12,.., t=0, f/(x) =nx""1y f'(x) =nn—1)x"?2
entonces se deduce que:

nn—1)

5 wh2dt

d(W/Y) = nWr1dW, +

Por ejemplo:
d[Wtz] == ZWtth + dt

d[W3] = 3W2dW, + 3W,dt
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2. Sif(x) =e®*, con k constante, t >0, f'(x) = ke* y f"(x) = k?e**, por lo
tanto:

1
d(e'™t) = ke*VedW, + Ekzekwtdt
Por ejemplo, para k = 1:

1
d(e™t) = eedw, + Eewfdt
3. Sif(x) =senx, setiene que, f'(x) =cosxy f"(x) = —sen x; entonces:

1
d(sen W,) = cosW,dW, — S sen W.dt

En general, se puede obtener que la diferencial de un polinomio de W, es:
1
dP(Wt) == Pl(Wt)th +§P”(Wt)dt

Ademas, como cualquier funcién g que sea dos veces diferenciable con continuidad
puede ser aproximada uniformemente por sus derivadas 'y f" sobre un intervalo
acotado, se tiene que la expresion anterior es valida para cualquier funciéon P que
sea dos veces derivable con continuidad.

También puede ocurrir que las funciones a y b dependan de X(t); para este caso,
existe una extension de la férmula de It6 que resulta esencial para reducir, mediante
un cambio de variable, ecuaciones diferenciales estocasticas de este tipo.

2.2.3.- Extension de la féormula de 1t

Sea X; un proceso con diferencial estocastica dX; = a(X;, t)dt + b(X;, t)dW; con a
y b funciones pertenecientes a H,[0,T]y sea f(X;t) una funcion continua con
derivadas parciales continuas. Entonces,

df (X, t) = (af(;(tt’ 2 + afg(tt' 2 a(X,t) + %%b%xt, t)) dt
+ %b(xt, t)dW;

La anterior ecuacion es el lema de Itd en su forma diferencial; la ecuacion que
representa su forma integral es:
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t
f (X5, s)  9f (X, 5) 10°f(Xs,s)
f(Xt,t)—c+f< s + oX. a(X(s),s)+§a—Xt2b (X5, 8) |ds
to
t
af (X, s)
+ fa—th(Xs,S)dl/Vs
to
O también
FOf(s) . [0f(Kys) F1%f (X, 5)
_ 9\ 5) 94 5) 20 s 5)
f(Xt,t)—c+.f s ds+f oX. a(X,,s)ds + fz ox? b“(Xs, s)ds
to to tO
t
af (Xs, s)
+ fa—Xsb(Xs,S) dWw;
to
FOf(Kys) . [Of(Kys)
= s I s/
—c+f s ds+f ax, [a(X,, s)ds + b(X,, s)dW,]
t
10%f(X,5)
+ fEthb (Xs,8)ds
to
FOf(X,,s) FOf(X,,s) F102f (X, s)
_ S S - S 2
=c+ ,f—as ds+f—aXS dXs+f2—ath b*(Xs,s)ds

2.2.4.- Ejemplos de la aplicacién de las propiedades y de la formula de It

Ejemplo 1: Con X,(t) =t y X,(t) = W,, se tiene: dX,(t) =dt y dX,(t) = dW(t);
donde a,(t) =1, by(t) =0, a,(t) =0 y b,(t) = 1.

Entonces, aplicando la regla del producto, se llega a:

d[X;1 (X2 ()] = X1(0)dX, (1) + X, (0)dX1(8) + by ()b (D)dt
d[tW,] = tdW (t) + W,dt

Ejemplo 2: Con X, (t) = X,(t) = W,, se tiene que, dX,(t) = dX,(t) = dW (t); donde
a1(t) =0, by(t) =1, ay(t) =0 y by(¢t) = 1.

Entonces, aplicando la regla del producto, se llega a un resultado bastante familiar:
d[X;1 ()X ()] = X1(0)d X, (t) + X, (0)dX1(8) + by ()b, (D)dt

d[WW,] = W, dW (t) + W,dW (¢t) + dt
d[W2] = 2W dW (t) + dt
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Ejemplo 3: Encontrar d[W,e"t]
Luego X;(t) = W, y X,(t) = e"; y se tiene que,

1
dXx,(t) =dW(t) y dX,(t) = e"edW (t) +§vedt

donde ay(t) = 0, by (t) = 1, ay(t) =5e" y by(t) = e,

Entonces, aplicando la regla del producto, se llega a:
d[X1(©O)X2(0)] = X1 (O dX,(8) + Xo()dX1(8) + by ()b ()dt
1
d[W.e"t] = W, (eWtth + EeWtdt) + eMedW, + eWedt

1
= WteWtth + EWteWtdt + eWtth + eWtdt
1
= eWt (1 + EWt> dt + eWt(l + Wt)th

Ejemplo 4: Encontrar d[3W? + 2e5W]

Luego X, (t) = 3W2 y X,(t) = 2e>"t; y con regla del multiplo constante:

1
dX,(t) = 2d[e®Vt] = 2 (Seswtth + E(S)ZeSWtdt) = 10e>"tdW, + 25e°Wtdt

Entonces, aplicando la regla de la suma:
d[X;(t)+X,(t)] = dX,(t) + dX,(t)
d[3W2 + 2e°"t] = 6W,dW, + 3dt + 10e>"tdW, + 25e°"tdt
d[3W2 + 2e>"t] = (6W, + 10e°Vt)dW, + (3 + 25e°Wt)dt

Ejemplo 5: Encontrar d[et*"t]

Como

d[et™t] = d[ete™]
Luego,

dlet] = etdt y

1
d[e"t] = eWedW, + EeWt dt

donde, X;(t) = et, X,(t) = e™, a,(t) =et, by(t) =0, a,(t) = %eWt y by(t) = et
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Entonces, a partir de la regla del producto:

d[X, ()X, ()] = X1(£)dX,(t) + X, (£)dX,(t) + by ()b, (t)dt
1

=et (eWtth + Eve dt) + eMeeldt
= et*Wedw, + %e”wtdt + ettWedt
= ettWeqw, + ;e”wtdt

A patrtir de la regla de la cadena:

Sea ®(W(¢),t) = e!*We = eWeet con G(W () =e" y g(t) = et

doW (t),t) = d (6(W(©)g(®))

_ (2% 1o dt + 22w, oaw
_<§( 0,0 +5 VVtZ( (t),t)> t+6_Wt( (), )dW (t)

d
1
= (eWtet + EeteWt) dt + eteedWw,

3
= Ee”Wtdt + ettWedw,

2
—%)t-I'O'Wt

Ejemplo 6: Sea X; = XOeK“ ] Encontrar d[X;]

Como d IXOe[(“_UZ_Z)HUWt]l =d [X0e<“"072)teawtl

a2 2 a?
Entonces, d IXOe(“_T)tl =X, (u - 07) e(#_T)tdt y

d[eWt] = geWedW, + %aze"Wt dt

Entonces, a partir de la regla de la cadena:

o2

- Xoe(“_T)te”Wt con p(W(t)) =e™™ y g(t) =

o2
2

Sea ®(W(b),t) = xoe[(” )

Xoe(”_%z)t

t+UWt]

doW (£),t) = d (H(W(©)g(®)
0%

= 0o w 1 w d oo w daw
_<E( (t)'t)+§6—WtZ( (t),t)> t+6_Wt( (®), )dW (t)
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o2\ 1
Xelu— - ) t3 Xi0? | dt + X,odW (t)

2 2

o?\ 1
=X, \u——|+= Xe0? | dt + X,odW (t)
= uX.dt + oX.dW(t)

Ejemplo 7: Considere el movimiento geométrico browniano {X,:t > 0} que satisface

la ecuacion diferencial estocastica: dX; = uX;dt + oX,dW,,conu e R, >0y X, >
2

0, y que puede ser escrito como: X; = Xy exp [(# — %) t+ aWt], t>0, y sea

f(X:, t) = In X, una funcion continua con derivadas parciales continuas. Muestre que
las reglas del célculo diferencial de variables reales no se preservan en el calculo
estocastico, debido esencialmente a que (dW,)? = dt.

Entonces,
of X, t) Of (X, t) 10°f (X, t)
df(Xt,t)—< 5t + 3X, a(Xt't)+§a—)(t2b (X, t) |dt
of (X, t)
+a—)(tb(Xt,t)th
donde

af(th t) =0 af(th t) — 1 azf(Xtr t) _ 1

ot ’ X, X, axz X?

Luego se tiene:

1 1 1], 1

1
dinX; = (u —Eaz)dt + odW,

Anéalisis:

1
dInX, = udt — Eazdt + odW,

31



1
dInX, = udt + cdW, — Eazdt

dlnX ax, 1 24t
nX;,=———-o0
X, 2

Observe que, si x es una variable real,

dx
dlnx = —
X

Sin embargo, si X; sigue un movimiento geomeétrico browniano, esta regla no se
. , . .. 1 .
cumple, ya que se tiene un término adicional, este es: —Eazdt el cual equivale a

—%O'Z(th)z.

La correspondiente integral estocastica asociada a

1
dInX, = pudt — Eazdt + odW;

es

t t t
1
lnXt=lnX0+ufds—§azf(dM/S)2+adeI@
0 0 0

1
=1InX, + ut —Eazt + oW,

=InX, + [,u —%02] t+ oW,

2.3.- Ecuaciones diferenciales estocasticas

2.3.1.- Planteamiento general

Sea X; un proceso estocastico continuo. Si pequefios cambios en el proceso X,
pueden ser escritos como una combinacion lineal de pequefios cambios en t y
pequefnos incrementos de W;, entonces esto se puede representar como:

dX; = a(t, W, X,)dt + b(t, W, X,)dW;

Y corresponde a una ecuacion diferencial estocastica. En efecto, esta relacion
diferencial tiene la siguiente forma integral:

t t

a(s, WS,XS)ds+f b(s, W;, Xs)dWg

Xt:XO-I_f
0

0
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Las funciones a(t,W,X,) y b(t,W,X,) son llamadas tendencia y volatilidad,
respectivamente. Un proceso X; es llamado una solucion de la ecuacion estocastica
si este satisface dicha ecuacion.

Ejemplo: Dados a,b € R. Mostrar que X; =a(1—t)+bt+ (1 — t)f dWs, con

0 <t < 1 es una soluciéon de la ecuacion diferencial estocastica:

ZZtdt+ dW, 0St<1, Xo=a.

dXt ES

t
1
b—Xt=b—a(1—t)—bt—(1—t)f —dW;
o l—s

t 1
b—Xt=b(l—t)—a(l—t)—(l—t)f —dw,
0

t 1
b—Xt=(1—t)(b—a)—(1—t)f —dw,
0

—(b—a) f —dW

También se sabe que, d (fotli_sdws) = li_tth

Entonces, partiendo de:
Xt—a(l—t)+bt+(1—t)f —dW
Se calcula la derivada, y se simplifica la expresion:

t 1 t 1
dXt=ad(1—t)+bdt+(1—t)d<J —dWS>+d(1—t)J —dW;
o l—s o 1l—s

t
1
dX, = —adt + bdt + dW, — dtJ AW,
L1

t
dX, = (b — a)dt + dW, — dtf ALA
0

—S

|
dXt: ((b—a)—f 1—_Sd]/|/s>dt+th
0
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b _Xt
dt + dw,

dXx, =
71—t

De esta manera, se verifica que el proceso X; es una solucion de la ecuacion
estocastica dada. La pregunta de como esta solucion fue obtenida en primer lugar,
ser& respondida con el desarrollo de las siguientes sesiones.

2.3.2.- Célculo de la mediay la varianza a partir de la ecuacién

La media y la varianza de un proceso puede ser encontrado directamente a partir
de la ecuacién estocastica, en algunos casos particulares, sin resolver
explicitamente la ecuacion.

Al tomar expectativas en

Xt:XO-I_f
0

t

t
a(s, WS,XS)ds+f b(s, W;, Xs)dW;
0

Y usando la propiedad de la integral de 1t6 E [f;f(t, Ws, Xt)th] = 0, se produce:

E[X,] = X, + f Ela(s, W, X)lds
0

Aplicando el teorema fundamental del calculo, se obtiene:

d

EE[Xt] = Ela(t, W, X,)]

Se nota que, X; no es diferenciable, pero sus expectativas E[X,] si lo son. Esta

Gltima ecuacién puede ser resuelta exactamente en unos pocos casos particulares.
1. Sia(t,W,X;) = a(t), entonces %E[Xt] = a(t) con la solucion exacta E[X;] =

Xo + fota(s)ds.

2. Si a(t,W,X;) =a()X; + B(t), con a(t) y B(t) funciones deterministicas
continuas, entonces %E[Xt] = a(t)E[X.] + B(t), la cual es una ecuacion
diferencial lineal en E[X,]. Su solucién esta dada por

t
E[X,] = e4® (XO +f e‘A(S)B(s)dS>,
0

donde A(t) = fota(s) ds. Es importante notar que la expectativa E[X;] no
depende de la volatilidad b(t, W, X;).
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Ejemplo 1: Si dX, = (2X, + e?%)dt + b(t, W,, X,)dW,, entonces E[X,] = e?* (X, + t).

Integrando la ecuacion diferencial estocastica se obtiene:
t t
X: =X, +f (2X, + e®5)ds +f b(s, W, X;)dW,
0 0

Al tomar expectativas y usar la propiedad de integral I1t6 E [f:f(t, Ws, Xt)th] =0,
se produce:

E[X,] = X, + f "QEIX] + e2)ds

Aplicando el teorema fundamental del calculo, se obtiene:

d
aE[Xt] = ZE[Xt] + eZt

dE[X.] = 2E[X,]dt + e?tdt
dE[X.] — 2E[X,]dt = e?tdt
Multiplicando por el factor integrante e~4® donde A(t) = fota(s) ds =2 fOtE[XS] ds
e 2tdE[X,] — 2e" 2 E[X,]dt = e %te?tdt
d(e 2 E[X,]) = dt
Al integrar entre 0 y t se obtiene E[X,]:
e 2E[X ] =X, +t
E[X.] = e** (X, + 0).

Sea X, un proceso gue satisface la ecuacion estocastica:
dX; = a(t)X.dt + b(t)dW;
Entonces la media y varianza de X, estan dadas por
E[X,] = e*®X,
t

Var[X,] = eZA(t)f e~240) h2(5) (s,
0

donde A(t) = [ a(s) ds.
La expresion E[X,] = e4®X, se deriva inmediatamente dado que B(t) = 0.

Para la varianza, primero se calcula (dX,)?:
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dX, = a(t)X.dt + b(t)dW,
(dX)? = (a(®)X.dt + b(t)dW,)?
(dX)? = a?(t)X2(dt)? + 2a(t) X b(t)dtdW, + b%(t) (dW,)?
(dX,)? = b?(t)dt

También se tiene que,

d(X?) = d(X.X,)

d(X?) = X,dX, + X,dX, + dX,dX,

d(XtZ) = 2X.dX; + (dXt)2

d(X?) = 2X,(a(t)X.dt + b(t)dW,) + b2(t)dt
d(X?) = (2a()X? + b%(t))dt + 2b() X, dW,

Ahora la nueva variable es X?. De esta Ultima ecuacién diferencial estocastica se
deduce que a(t) es reemplazado por 2a(t) y B(t) por b2(t). También se asume que,

A(®) = [, a(s) ds.

Entonces E[X?] equivale a:
t
E[X?] = e?4® <X§ + f e_ZA(S)bZ(s)ds>
0

De aqui, se deduce que la varianza es:
Var[X,] = E[X?] — (E[X.])?
t
Var[X,] = e*4® <X§ + f e_ZA(S)bZ(S)dS> - (e“‘(t)XO)2
0

t
varbi) = o240 (x5 + [ e s)as ) - 0
0

t
Var[X,] = eZA(t)f e~246) p2(5)ds
0

La media y la varianza para un proceso estocastico dado se pueden calcular
trabajando la ecuacion diferencial estocéstica asociada. A continuacion, algunos
ejemplos.

Ejemplo 2: Encontrar la media y la varianza de e*"t, con k constante.

Como ya se vio anteriormente, a partir de la formula de It6:
1
d(e*Wt) = ke*VtdW, + EkzekWtdt,

Integrando se produce:
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t 1 t
eVt = gkWo 4 kf e Vs dWw, +§k2f eVWs ds
0 0

t 1 t
eVt = gkWo 4 kf e Vs dW, +§k2f eVWs ds
0 0

Al tomar expectativas y teniendo en cuenta que segun la propiedad de la integral de
It E [fabf(t, ws, Xt)th] = (0, se obtiene:

t 1 t
E[e*Wt] = E[e*Wo] + kE U ekWs dWsl +§k2E U ekWs dsl
0 0

1 t
E[ef™] =1 + Ekzj E[e*Vs] ds
0

Diferenciando, se tiene:

d(E[e*"t]) = %sz[ekWt]dt

1
d(E[e*™e]) — EkZE[eka]dt =0

1
Multiplicando por el factor integrante e=4® = ¢3¢,

1 1 1
e_sztd(E[ekWt]) — Ekze_sztE[ekWt]dt =0

d (e_%kztE[ekWt]) =0
Al integrar entre 0 y t se obtiene E[X,]:
e_%kztE[ekWt] = ekWo
teniendo en cuenta que ef"o =1
E[e*Wt] = ¢2*t
La varianza es:

Var[eka] — E[eZkWt] _ (E[ekWt])Z

1 1 1
Reemplazando a k por 2k en E[e*":] = e2*"* se llega a E[e? W] = e239)°t = g2(4k*)t

2
Var[e™t] = e%(‘”‘z)t _ (e%kzt)
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2k%t _ k%t

kWt] e

Varle =e

Var[e*We] = e¥*t[ek*t — 1]

Ejemplo 3: Encontrar la media del proceso X, = W,e"t el cual cuenta con diferencial
estocastica dX; = a(t)dt + b(t)dW,.

Como ya se vio anteriormente, a partir de la regla del producto y la férmula de It6:
Sea X,(t) =W, y X,(t) = e"; setiene que,

1
dX,(t) =dW(t) y dX,(t) = e"edW (t) +§eWtdt

donde a,(t) =0, by(t) =1, a,(t) = %ewt y by(t) = e,

Entonces, se llega a:
d[X1 (D)X ()] = X1()dX,(8) + X5 (£)dX, (6) + by ()b, (8)dt
d[W,e"t] = W, (eWtth + %eWtdt> + eWedW, + eWedt
d[W.e"t] = We"edW, + %Wtewtdt + eMedW, + eWedt
d[w.e"] = (eWt + %Wtewt> dt + (e + W,e"e)dw,

Integrando y usando W,e"o = 0 se produce:

t 1 t

Wee"t = Wyeo + f (eWS + EWSeWS) dt + f (e%s + Wye™s)dW
0 0

t

1 t
WeeWt = f (eWS + EWSeWS> dt + f (eWs + W,eWs)dW,
0 0

Al tomar expectativas y teniendo en cuenta que segun la propiedad de la integral de
Ito E [fff(t, W, Xt)th] = 0, se obtiene:

t

E[W,e%] = f (E[ews] +%E[WseWS])ds.

0

Diferenciando, se tiene:

d(E[W,e™]) = (E[ve] + %E[WteWt]> dt

d(E[W,e™]) — %E[WteWr]dt = E[e"]dt
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1
Multiplicando por el factor integrante e ~4® = ¢72¢,

1, 1 1, 1,
e 2'd(E[W,e"]) —5e? E[W,.e"t]dt = e 2"E[eVt]dt

1t lt
d (e_f E[WteWt]> =e 2 E[e™]dt

. , 1.2
Tomando en cuenta que previamente se encontré que E[ek%:] = e2**, entonces

1
para k = 1, se tiene E[e"t] = e2, reemplazando:
1, 1L
d (e 2 E[Wtve]) = e 2'e2'dt
1,
d (e 2 E[WteWt]) =dt
Al integrar entre 0 y t se obtiene E[W,e"]:

1
e 2'E[W,eWt] = Wye™o + ¢

teniendo en cuenta que Wye"o =0
_1
e 2ZE[We"t] =t

L
E[W.e"t] = tez

Ejemplo 4: Encontrar la media del proceso X, = W?2e"t el cual cuenta con

diferencial estocastica dX; = a(t)dt + b(t)dW,.

A partir de la regla del producto y la férmula de 1t6:

Sea X,(t) = W2 y X,(t) = e"; se tiene que,
1
dX,(t) = 2WdW, + dt y dX,(t) = eVedW, + EeWtdt
donde a,(t) = 1, by(t) = 2W,, a,(t) = %eWt y by(t) = eM.

Entonces, se llega a:

d[X; () X2(O)] = X1 (0)dX2(8) + X2 (0)dX1(t) + by ()b, ()dt

1
d[WtZeWt] = Wtz (eWtth + EeWtdt> + eWt(ZWtth + dt) + ZWtQWtdt

1
d[WtZeWt] = WtzeWtth + _WtzeWtdt + ZWtE’Wtth + eWtdt + ZWtQWtdt

2
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1
d[wzeWt] = EWtZeWtdt + e™edt + 2W,eWedt + W2eedW, + 2W,eVedW,

1
d[WtzeWt] = Wi (E Wtz + 1 + ZWt> dt + eWt(Wtz + ZWt)dWL—

Integrando y tomando expectativas, teniendo en cuenta que segun la propiedad de
la integral de 1t6 E [fabf(t, Wt,Xt)th] = 0, se obtiene:

t

E[W2eW] = f (%E[WSZeWS] + E[e%] + 2E[W5ews])ds

0

1 1
Ya que, E[W,e"t] = tez" y E[e"] = e2'. Entonces, diferenciando se tiene:

d(E[W2eW]) = (%E[Wtzewt] +E[e%] + 2E[WteWt]) dt

1 1 1
d(E[W2e™t]) — EE[WtzeWt]dt = (eif + 2te§t) dt

1

Multiplicando por el factor integrante e ~4® = ¢72¢,

1, 1 1, 101, 1,
e 2'd(E[W2e™]) —5e? E[W2eV]dt = e 2 (ez + 2te? )dt

1
d (e_ftE[WtZeWt]> = (14 2t)dt

Al integrar entre 0 y t se obtiene E[W2e"t]:
1 t
e ' E[W2e™] = J (1 + 2s)ds
0

1
e Z'E[W2e™t] =t + t2 + E[WZe™]
1
e 2'E[W2e™t] =t + t2

1
E[W2e™] = t(1 4+ t)e?"

2.3.3.- Existencia y unicidad de solucidon. La solucion como proceso
de Markov y de difusion

Es conocido que, en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, para asegurar
la existencia y unicidad de la solucion se suelen imponer condiciones de tipo
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Lipschitz. Como una ecuacion diferencial ordinaria es un caso particular del caso
estocéstico con b = 0, entonces es de esperar que para ecuaciones diferenciales
estocasticas se dispongan de resultados similares. En ese sentido se tiene el
siguiente resultado:

Considérese la ecuacioén diferencial estocastica

dX(t) = a(X(t), t)dt + b(X(t), t)dW (t)
X(0)=x; to<t<T <o

donde W (t) representa el proceso de Wiener estandar y x, es una variable aleatoria
independiente de W (t) — W (t,) parat > t,. Se supone que las funciones a y b estan
definidas y son medibles en [t,, T]xR y verifican las siguientes condiciones: Existe
una constante K > 0 tal que
» (Condicion de Lipschitz). |a(x,t) —a(y,t)| + |b(x,t) —b(y,t)| < K|x —yl|,
vVt € [t,,T], Vx,y €R.
» (Restriccion sobre el crecimiento). |a(x,t)|? + |b(x, t)|? < K(1 — |x|?), Vt €
[to,T], Vx € R.

Entonces, la ecuacion diferencial estocastica en cuestion tiene una unica solucién
en [ty, T] y con valores en R, continua con probabilidad uno, que satisface la
condicion inicial; esto es, si X(t) y Y(t) son soluciones de EDE con igual valor
inicial x,, entonces

P(r,crenlX (&) =Y ()] > 0) = 0.

A continuacién, se muestran algunos comentarios interesantes a la luz del resultado
enunciado:

1. Elteorema sigue siendo valido si reemplazamos la condicion de Lipschitz por
una mas general, a saber, para cada N>0 existe una constante K, tal que
vVt € [ty,T], |x| <N y |x| <N se verifica |a(x,t)—a(y,t)|+ |b(x,t) —
b(y,t)l < Klx —yl

2. Para que la condicion de Lipschitz del teorema (o la generalizacion de la nota
anterior) se verifique es suficiente que las funciones a y b tengan derivadas
de primer orden, respecto de x, continuas para cada valor t € [t,, T] y que
estén acotadas en [ty T|xR (0 en [ty T]x|x| <N en el caso de la
generalizacion).

3. En cuanto a la segunda condicién del teorema (la del crecimiento), lo que
hace es acotar las funciones a y b de forma uniforme respecto a t € [t,, T] y
permite, como mucho, un crecimiento lineal de dichas funciones respecto a
x. Si esta condicion no se verifica se produce el denominado fendmeno de
explosion de la solucion. Por lo tanto, esta condicion asegura que, con
probabilidad uno, la solucion no explota en [t,, T], sea quien sea la condicion
inicial x,.
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4. Si las funciones a y b estan definidas en [t,, ©)xR, y las condiciones del
teorema se verifican para cualquier subintervalo finito [t,, T] incluido en
[to, ), entonces la ecuacion tiene una Unica solucion en [ty, ©), que se
denomina solucién global.

2.3.4.- Algunas propiedades de la solucién

A continuacién, se exponen algunas caracteristicas de la solucion de la ecuacion
diferencial estocastica dX(t) = a(X(t),t)dt + b(X(t), t)dW (t).

Respecto a su caracter markoviano:

Si esta EDE satisface las condiciones del teorema de existencia y unicidad de
solucion, entonces la solucién es, para cualquier condicion inicial, un proceso de
Markov en [t,, T]. Ademas, si los coeficientes a y b son independientes de ten [t,, T],
la solucion es un proceso de Markov homogéneo, o sea, con probabilidades de
transicion estacionarias.

Como caso particular, la solucion, si existe, de una ecuacion diferencial estocastica
autonoma (los coeficientes no dependen de t) es un proceso de Markov homogéneo
en el tiempo parat > t,.

Si ademéas se desea que el proceso sea de difusion hay que exigir nuevas
condiciones sobre los coeficientes de la ecuacion diferencial. Asi, se tiene:

Si esta EDE satisface las condiciones del teorema de existencia y unicidad de
solucion y, ademas, las funciones a y b son continuas respecto a t, entonces la
solucién es un proceso de difusién con media infinitesimal a(x,t) y varianza
infinitesimal b%(x,t). En particular, la solucion de una ecuacion diferencial
estocéastica autbnoma es siempre un proceso de difusibn homogéneo sobre [t o].

2.3.5.- Ecuaciones diferenciales estocasticas exactas

La ecuacion diferencial estocastica dX; = a(t,W; )dt + b(t,W;)dW, es llamada
exacta si existe una funcion diferenciable f(t,x) tal que cumple con el siguiente
sistema,

of (t,x) 10%f(t,x)
at T2 o2

_0f(t,x)
T ox

a(t,x) =

b(t,x)

Luego se asume que la ecuacion es exacta. Entonces al hacer la correspondiente
sustitucién se produce:
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ix, = <8f(t,x) N lazf(t,x)> it + of (t,x)

ot 2 x> ox AW,

Ahora aplicando la férmula de 1t6, como ya se explicé cuando X, = W,, se tiene
que, dX; = df (t, W, ); lo cual implica X; = f(t, W;) + ¢, con ¢ constante.

Para resolver las ecuaciones diferenciales parciales que involucran a a(t,x) y a
b(t,x) se requieren los siguientes pasos:

1. Integrando parcialmente con respecto a x en la ecuacion relacionada con
b(t, x), se obtiene f(t,x) que incluye una funcion aditiva T (t);

2. Se sustituye dentro de la ecuacion relacionada con a(t, x) y se determina la
funciéon T (t);

3. La solucion es X, = f(t,W,) + ¢, con c determinado a partir de la condicion
inicial sobre X,.

Para tener en cuenta, si la ecuacion diferencial estocastica dX; = a(t, W, )dt +
b(t,W,)dW, es exacta, entonces las funciones coeficiente a(t, x) y b(t, x) satisfacen
la condicion:
da(t,x) db(t,x) N 19°%b(t, x)
ox ot 2 0x?

Si esta condicidn no se satisface entonces la ecuacién no es exacta.

Esta ecuacion tiene el significado de una ecuacién de calor. La funcion b(t,x)
representa la temperatura medida a través de x en el instante de tiempo t, mientras
que d,a(t,x) es la densidad de fuentes de calor, la funcion a(t,x) puede
considerarse como el potencial del cual se deriva la densidad de las fuentes de calor
tomando como gradiente a x.

Ejemplo 1: Resolver la ecuacion diferencial estocastica

dX, = et(1+ W2)dt + (1 + 2e'W, )dW, con X, =0
Eneste caso a(t,x) =et(1+x2)yb(t,x) =1+ 2e'x
Luego,

2t.

da(t,x) _ , 0b(t,x) (?b(t,x)_2 . 62b(t,x)_0
ax 6N Tar T Tax T8 Y T T

Por tanto, se cumple la condicion:
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da(t,x) 0b(t,x) N 10°%b(t, x)
dx Ot 2  0x?

concluyendo asi, que esta ecuacion diferencial estocastica es exacta.

El sistema de ecuaciones asociado es:
_of(t,x)  10°f(t,x)
ot 2 0x?

af (t,x)
0x

Integrando parcialmente respecto a x la segunda ecuacion del sistema se produce:

et(1+x?)

14 2etx =

flt,x) = j(l +2etx)dx = x + etx? + T(t)

Entonces

af (t,x) 0°f(t,x) 2ot
ot xz

Sustituyendo en la primera ecuacion del sistema se produce:

=e'x2+ T'(t) y

et(1+x2)=e'x?+ T'(t) + et

Esto implica T'(t) = 0; lo que equivale a T = c; c una constante. Por tanto, f(t,x) =
x+etx?+ ¢, ylasolucion es X, = f(t,W,) = W, + e'W? + c. Dado que, X, =0,
entonces X, = f(0,W,) =W, + e®W¢ +c; esto es, ¢ =0. En conclusién, la
solucion es X, = W, + etWp2.

Ejemplo 2: Resolver la ecuacioén diferencial estocastica

dXx, = (%tzsen tW, — W, cos tWt) dt — t cos tW, dW, con X, = 0

En este caso a(t,x) = %tzsen tx —xcostx y b(t,x) =—tcostx
Luego,
da(t,x) 1 , ob(t,x)
= —t>cos tx + tx sen tx — cos tx; = tx sen tx — cos tx;
dx 2 dat
ob(t,x) 0°b(t, x)
= t%sen tx ———~ =t3cos tx
0x y 0x?2

Por tanto, se cumple la condicion:

da(t,x) _0db(t,x) N 102%b(t, x)
ox ot 2 0x2

44



concluyendo asi, que esta ecuacion diferencial estocéstica es exacta.

El sistema de ecuaciones asociado es:
af (t,x) 19%*f(t,x)
_tz t _ t = _
> sentx —x cos tx T +2 %2

af (t,x)
0x

Integrando parcialmente respecto a x la segunda ecuacion del sistema se produce:

—tcostx =

ft,x) = —tf cos txdx = —sentx + T(t)

Entonces
af (t, x) 0*f(t,x)
=—xcostx + T'(t ——— — =t?sentx
at ®y =5
Sustituyendo en la primera ecuacion del sistema se produce:
1
Etzsen tx —xcostx = —xcostx+ T'(t) + Etzsen tx

Esto implica T'(t) = 0; lo que equivale a T = c; c una constante. Por tanto, f(t,x) =
—sentx + ¢, Yy la solucion es X, = f(t,W,) = —sentW, + c. Dado que, X, =0,
entonces X, = f(0,W,) = —senOW, + ¢; esto es, c=0. En conclusion, la
solucion es X, = —sen tW,.

Ejemplo 3: Resolver la ecuacion diferencial estocastica
t t
dX, = ZezW,dt + e2 dW, con X, =0

t t
En este caso a(t,x) = %efx y b(t,x) =ez
Luego,

da(t,x) 1 ¢ ab(t,x) 1 ¢ ab(t,x) 0 0°b(t,x) _ 0
ax 2o Tac 297 Toax Y Toaxr T
Por tanto, se cumple la condicion:
da(t,x) _0db(t,x) N 102%b(t, x)
ox ot 2 0x?

concluyendo asi, que esta ecuacion diferencial estocastica es exacta.

El sistema de ecuaciones asociado es:
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af(t,x) 10%F(t,x)
ot 2 ox2

af (¢, x)
dx

Integrando parcialmente respecto a x la segunda ecuacion del sistema se produce:

1t
—e2x =
Zex

t
e2 =

t t
f(t,x) = eff dx = xez + T(t)

Entonces
of(t,x) 1 ¢t d%f (t,x)
= —e2 T’ _— =
5t 52X + T'(t) y 7 0
Sustituyendo en la primera ecuacion del sistema se produce:
1t 1t
—e2x = —e2 T'
2e X 2e x + T'(t)

Esto implica T'(t) = 0; lo que equivale a T = c; c una constante. Por tanto, f(t,x) =
t t
xez + ¢, Yy la solucion es X; = f(t,W,) = W, ez + c. Dado que, X, = 0, entonces

0 t
Xo=f(0,W,) =Wyez + c; estoes, c = 0. En conclusion, la soluciéon es X, = W, ez.

Ejemplo 4: Resolver la ecuacion diferencial estocastica
dX, = (2tW2 + 3¢2(1 + W) )dt + (3t2W2 + 1)dW, con X, = 0

En este caso a(t,x) = 2tx® + 3t2(1 +x) y b(t,x) =3t?x2+1

Luego,
da(t,x dab(t,
altx) 6tx* + 3t?; 9b(tx) _ tx?;
0x ot
ob(t,x) a%b(t,x)
ox Xy ax2

Por tanto, se cumple la condicion:

da(t,x) 0db(t,x) N 102%b(t, x)
ox ot 2 0x2

concluyendo asi, que esta ecuacion diferencial estocastica es exacta.

El sistema de ecuaciones asociado es:

of(t,x) 10%f(t,x)
ot 2 ox?

2tx3 +3t2(1 +x) =
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of (t,x)
0x

Integrando parcialmente respecto a x la segunda ecuacion del sistema se produce:

3t2x2+1 =

f(t,x) = f(3t2x2 +1Ddx =t?x3+x+ T(t)

Entonces

of (t,x)
ot

Sustituyendo en la primera ecuacion del sistema se produce:

6t%x

0%f (t,x)
— 3 ! —
=2tx> + T'(t) y o -

1
2tx3 +3t2(1+x) =2tx3 + T'(t) + §6t2x

2tx3 + 3t? + 3t%x = 2tx3 + T'(t) + 3t°x

Esto implica T'(t) = 3t?; lo que equivale a T(t) = t3 + ¢; c una constante. Por tanto,
fx)=t>x3+x+ t3+c=t?2(x3+t) +x+c, y la solucién es X, = f(t,W,) =
t2(W2 +t) + W, +c. Dado que, X, =0, entonces X, = f(0,W,) = 02(W3 + 0) +
W, + c; estoes, c = 0. En conclusion, la solucion es X, = t2(W2 +t) + W,.

2.3.6.- Integracion por inspeccion

Cuando se resuelven ecuaciones diferenciales estocasticas por inspeccion, lo que
se busca es la oportunidad de aplicar las reglas del producto o del cociente segun
corresponda:

d(f(OY) = f(O)dY, + Yedf (t)

d( Xt ) _ f@®)dX; — X, df (t)
f(©® f(©)?
Por ejemplo, si una ecuacién diferencial estocastica puede ser escrita como:
dX; = f'(OW, dt + f(t)dW,
la regla del producto trae la ecuacion en la forma exacta:
dX, = d(f(OW)
la cual después de la integracion lleva a la solucion
Xe = Xo + f(OW,

Ejemplo 1: solucionar la siguiente ecuacién diferencial estocastica por el método
de inspecciéon. Con X, = 0

47



dX, = (1 + W, )dt + (t + 2W, )dW,
dX, = (1 + W,)dt + (t + 2W, )dW,
dX, = dt + W,dt + tdW, + 2W,dW,
dX; = QW,dW; + dt) + W dt + tdW,
dX, = d(W2) + d(tW,)

dXx, = d(W2 + twW,)

Por lo tanto, X, = W2 + tW,.
Ejemplo 2: solucionar por inspeccién, con X; = 0

t2dX, = (2t3 — W, )dt + tdW,

Zt _Wt
dX, = (——F—)dt + th

1 1
t t
1
1
dXt = d(tz +?Wt>

con X, = 0, se tiene que, X, = X, + t2 + %Wt, luego X; = X, + 1+ W,, de donde se
obtiene X, = —1 — ;.
Por lo tanto, X, = t? + %Wt —1-Ww,.
Ejemplo 3: solucionar por inspeccién, con X, = 0
dX, = 2tW,dW, + W2dt
dX, = 2tW,dW, + W2dt + tdt — tdt
dX, = tQW.dW, + dt) + W2dt — tdt

1
dX, = td(W?) + W2dt — Ed(tz)

t2
dX; = d(tWtz) — <?>

t2
dXt == d (tWt—Z - ?)

2
Por lo tanto, X, = tW? — %
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Ejemplo 4: solucionar por inspeccion, con X; = 0

dXx —(1+ ! W>dt+\/de
t — 2\/; t t

dX, = dt + 1 W,dt + VtdW,
t — 2\/; t t

dX, = dt + d(\tW,)

con X, = 0, se tiene que, X, = X, +t +VtW,, luego X; = X, + 1 + W, de donde se
obtiene X, = —1 — ;.

Por lo tanto, X, = t +VtW, — 1 — W,.
2.3.7.- Ecuaciones diferenciales estocasticas lineales

Considere la ecuacion diferencial estocastica con drift dentro del término lineal
dX; = (a(®)X; + p(t) )dt + b(t, W, )dW,, t =0
Esto también puede ser escrito como
dX; — a(t)X.dt = B(t) dt + b(t, W, )dW;

Sea A(t) = fota(s) ds. Luego, multiplicando por el factor integrante e=4® se tiene
que, el lado izquierdo de la ecuacién anterior se transforma en una expresion exacta

e A0 (dX, — a(t)X.dt) = e 4OB(t) dt + e AOp(t, W, )dW,
d(e_A(t)Xt) = e~ 4OpB(t) dt + e 4Ob(t, W, )dW,

Integrando se produce
t
e AWX, = X, + f e A p(s, W,) dW,

0

t
e 4 B(s) ds + f

0

t

t
X, = Xpe4® 4 40 Je‘A(S)ﬁ(s) ds + J e~ A p (s, W,) dW,
0 0

Integral de Riemann  Integral Estocastica de Itd

Algunas veces, en aplicaciones practicas estas integrales pueden ser calculadas
explicitamente.
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Cuando b(t, W, ) = b(t), esta ultima integral se convierte en una integral Wiener. En
este caso la solucion X; es Gaussiana con media y varianza dadas por

t
E[X] = X,e4® + eA(t)f e 4B (s) ds
0

t
Var[X,] = eZA(t)f e~24)p(s)2 ds
0
Otro caso particular importante es cuando a(t) = a # 0, 3(t) = f son constante y
b(t,W,) = b(t). La ecuacion en este caso es

dX; = (aX; + B)dt + b(t)dW,, t=0

Y la solucién toma la forma

t
X, = Xpet +§(e“t -1+ j e®t=)p(s) AW,
0

Ejemplo 1: solucionar la ecuacién diferencial estocastica lineal:
dX, = (4X, — 1)dt + 2dW,,
Se escribe la ecuacion como:
dX; — 4X.dt = —dt + 2dW,
Se multiplica por el factor integrante e =4® donde A(t) = fot a(s)ds = 4f0t ds = 4t
(e~ *dX, — 4e X, dt) = 2e~*dW, — e~ *tdt
d(e *X,) = 2e " *dW, — e~ *dt

Al integrar entre 0 y t se obtiene

t t

e ¥ds+ Zf e dWw,

e_4tXt = XO - f
0

0

Dividiendo entre e~* y luego realizando la integracion, se produce

t t

e ¥ds+ Ze‘“f e S dW,

X, = Xpe*t — e‘“J
0

0

1 t t
X; = Xpett —ett [——6‘45] + Zf ette™S dW
2¢ loT%),

t

1 1
X, = Xpett — et [——e“” + —] + ZJ e*t=9)qw,
4 2l "),
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1
X, = Xpett + 2 (1 —e*t) + 2e*E9Ww,

Ejemplo 2: solucionar la ecuacién diferencial estocastica lineal:
dXt = (3Xt -2 )dt + €3tth,

Se tiene el caso particular cuando a(t) = a # 0, (t) = f son constantey b(t, W, ) =
b(t). La ecuacion en este caso es

dX; = (aX; + B)dt + b(t)dW,, t=0
Y la solucion toma la forma

t
X, = Xpet +§(e“t -1+ j e®t=)p(s) AW,
0

2

X, = Xoe3' +
t 0€ 3

t
(eBt -1) _|_f e3(t=5)g3s dw,
0

t

2
X; = Xpe3t — §(e3t -1)+ J e3t dw
0

2
X; = Xpe3t + §(1 —e3) + e3tw,

Ejemplo 3: solucionar la ecuacién diferencial estocastica lineal:
dXt = (Xt + 1 )dt + etWtth,

Se escribe la ecuaciéon como:

dXt - Xtdt = dt + etWtth

.. . —A(t) _ t _ t _
Se multiplica por el factor integrante e donde A(t) = [ja(s)ds = [[ds =t
(e_tht - e_tXtdt) == e_tdt + Wtth
d(e_tXt) = e_tdt + Wtth

Al integrar entre 0 y t se obtiene

t

t
e‘tXt=X0+f e‘Sds+f W, dW
0

0

Dividiendo entre et y luego realizando la integracién, se produce

1 1
Xe =Xoet +ef(l—e ) +et (E WE — §t>
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1 1
Xt =X0€t +€t -1 +EetWt2 —Eett

Xt—e[X0+1+ Wf __t]_l

Ejemplo 4: solucionar la ecuacién diferencial estocéastica lineal:
1
dXt = (t + EXt> dt + etsen Wf th,
Se escribe la ecuacion como:
1
dXt - EXtdt = tdt + etsen Wtth
Se muiltiplica por el factor integrante e =4® donde A(t) = fot a(s)ds = %fot ds = -t
1 1 1, L 1,
e 27dX; —Ee 2° X dt = te 2°dt + ez sen W, dW,
_1 _1 1,
d (e 2 Xt) =te 2dt+ e2 sen W, dW,
Al integrar entre 0 y t se obtiene
1, b L1
e 2°X, =X0+J se 25ds+J e2’sen W,dW,
0 0

1
Dividiendo entre e 2" y luego realizando la integracion, se produce

L L _1, _L 1 1,
X, = Xpe2” +e2" [—2te 20 —4e 2 +4]+ez [1—62 cosWt]

lt lt lt
X, = Xpe2" — 2t — 4+ 4e2" +e2" —elcos W,

1 1
X; = Xpe2" — 2t — 4+ 5e2" — efcos W,

2.3.8.- Método de variacion de parametros
Considere la siguiente ecuacién estocastica:
dX, = aX.dW,
con a constante. Esta es la ecuacion que, en fisica se le conoce como el ruido lineal.

Dividiendo ahora por X; se produce
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dx,

X_t = ath
Cambiando a su forma integral

dX;

X_t = f ath

Integrando se obtiene: In X, = aW, + c¢; con ¢ una constante de integracion. Esto
lleva a la pseudo solucién

Xt - eaWt‘l‘C
La nominacion pseudo representa el hecho de que X; no satisface la ecuacion
inicial. Se procede ahora a encontrar una solucion correcta que permita al parametro

¢ ser una funcién de t. En otras palabras, se esta buscando una solucién del
siguiente tipo:

— paWetc(t
Xt_e t ()‘

donde la funcion c(t) esta sujeta a ser determinada. Usando la férmula de It se
obtiene

Entonces, usando la férmula de 1t6:

dx, = (Zey L s de + 2% qw
E\at T 20w2 ow, 't

Se calcula:
aXt a(eaWt+c(t))

— C’(t)eaWt‘l-C(t)dt

ot ot
aWe+c(t)
aa;([/t = a(e a[/:/ ) — aeaWt+C(t)th
t t
02X,

— azeaWt+c(t)(th)2 — azeaWt+c(t)dt

W2
Se reemplaza:

1
dXt — (Cl(t)eaWt+c(t) + Eazeath+c(t)> dt + aeaWt+c(t)th
aWe+c(t) [ 1 2 aWe+c(t)
= et c(t)+§a dt + ae®"t dw,
1
= X; (c’(t) + Eaz) dt + aX.dW;
Sustituyendo este dltimo término por la ecuacion inicial, se obtiene:
, 1
dX, = X; (c (1) + §a2> dt + dX;
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Por lo tanto,

1
X, (c'(t) + Eaz) dt=0

1
c'(t) + Eaz =0

=50
c = Za

Integrando se obtiene,

2
a
c(t) = —7t+k

Sustituyendo en X, se produce,
2
X, = eawt—%tﬂc
=

El valor de la constante k es determinado cuando t = 0. Esto lleva a X, = e*.

Po lo tanto, la solucion de la ecuacion inicial es:

a2
_ awp—=-t
X = Xpe 27,

Ejemplo 1: Use el método de variacion de parametros para resolver la ecuacion
diferencial estocastica dX; = uX,dt + cX,dW,, con u y o constantes.

Cambiando a su forma integral, después de dividir entre X;:

dX;
—=J,udt+f0th
Xt

Integrando se obtiene: In X, = ut + cW; + ¢; con ¢ una constante de integracion.
Esto lleva a la pseudo solucion:

Xt — eut+aWt+c_
Asumiendo la constante ¢ como c(t), entonces se busca una solucion de la forma:
Xt — eut+aWt+c(t)_
Aplicando la férmula de 1t6

ax, = (2% e 0 X, dt + X
E\at T 20w2 ow, 't

Se calcula:
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Se reemplaza:

aXt a(el.tt+aWt+c(t))

— — (,Ll + C’(t))eﬂt‘l‘O'Wt'l'C(t)dt

dt at
t+oWe+c(t)
aXt _ a(eﬂ ohere ): Ge””"Wf“(t)dW
ow, ow, t
2 t+oWe+c(t)
0 Xt _ a(aeﬂ oWrtc th) — O_zeut+gwt+c(t)(dwt)2
W2 oW,
— O.Zeut+aWt+c(t)dt

2

o
dx, = X, ((u +@®)+ 7) dt + oX.dW,

Restando la ecuacion inicial dX; = uX,dt + aX,dW, se produce:

/ o’
<C (t) +7> =0

De donde se obtiene:

0.2

C’(t) = — 7

Al integrar se obtiene la solucion:

Sustituyendo en X, = e#t+oWitc(®) ge produce la solucion: X, =e

sacando t como factor comun y tomando X, = e, se llega a: X, = Xye

0.2
c(t)=—7t+k, k €R

o2
ut+ UWt—7t+k
’

2
(u—%)HJWt

Ejemplo 2: Use el método de variacion de parametros para resolver la ecuacion
diferencial estocastica dX; = X, W,dW..

Cambiando a su forma integral, después de dividir entre X;:

dX,
X_t = J Wtth

. 1 1 . ..
Integrando se obtiene: InX; = EWE —5t+c; con ¢ una constante de integracion.
Esto lleva a la pseudo solucion:
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1

1
SWZ—5t+c
Xt = e2"t 2 .

Asumiendo la constante ¢ como c(t,W;) = a(t) + b(W,), entonces se busca una
solucién de la forma:
1 5 1
Xt — eEWt —§t+a(t)+b(Wt).

Aplicando la férmula de 1t6

0X, 102X, dX,

ot 20W72 W,
Se calcula:
1 1
ox, 3 ( eEWt2—§t+a(t)+b(Wt)>
ot ot

1
<— 3 + a’(t)> X dt

thz—%t+a(t)+b(Wt))

aXt _ 6(82

aw, aw,

1 1
= (W, +b'(W)) eI+ aw,
= (W, + b (W)X dW,

, 1,21

Wz aw,
(1 + bu(Wt))e%WtZ—%t+a(t)+b(wt) (dW,)?
+ (W, + B (WD) (W, + b'(W,))e2"E—2+aO+2 0 (g y2
= (14 b"(Wp)X.dt + (W, + b'(W,)) X, dt
=14 b" (W) + (W, + b’ W)’ X.at

Se reemplaza:

1 1 2
dX, = X, <_§ +ad'(0)+3 (1 +b" (W) + (W, + b’ (W) )) dt + (W, + b' (W)X, dW,

X, = X, (a'(t) + % (b W) + (W, + b’(Wt))2)> dt + (W, + b' (W)X dW,
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Restando la ecuacion inicial dX, = X;W,dW, se produce:
1
0=x, (a'(t) 5 (bW + (Wi + b’(Wt))2)> dt + b' (W) X.dW,

Esta ecuacion se satisface si se eligen las funciones a(t) y b(W;) tal que los
coeficientes de dt y dW, son nulos:

a'(t) + %b”(Wt) + % (W, + b’(Wt))2 =0
b'(W,) = 0

Entonces, derivado de esta segunda ecuacion se infiere que b debe ser una
constante. Reemplazando en esta primera ecuacion queda:

1
@) +5W)? =0

1
@) = -5 W?

Luegoc =a(t) + b(W,) = —%(Wt)zt + k; por lo tanto:

1

2 1.1 .2
Xt — eZWt —Et—EWt t+K

L2 1, 1.2
X, = X ezt 2t Wt

2.3.9.- Método de factor integrante

Este método puede ser aplicado a la clase de ecuaciones diferenciales estocasticas
del tipo:

dX, = f(t, Xp)dt + g(O) X dWr,

donde f y g son funciones deterministicas continuas. El factor integrante esta
dado por:

Py = e‘f;g(s)dws"'%f;gz(s)ds
La ecuacion puede ser llevada a la forma exacta:

d(peXe) = pef (¢, Xp)dt
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Sustituyendo Y; = p;X; se obtiene que Y; satisface la ecuacién diferencial
deterministica:

ay, = p.f(t,Y;/py)dt,

la cual puede ser resuelta por integracion o como una ecuacion exacta.

Ejemplo 1: Resolver la ecuacion diferencial estocastica:
dXt = Tdt + aXtth,
con r y a constantes.

El factor integrante esta dado por

t 1.t , 1,
— e—fo adWs+5 [ a?ds —aWet+5at

Pt =e

Usando la férmula de Ito:

dp,  10%p, 0p;
dp; = | —+ == | dt + ———dW,
Pe <6t+26Wt2 +6Wt t
Se puede ver que:

0 1 1 1

% = Edze_awt+§a2t — Eazpt

d 1

a_lfvtt = —ae™ "2 = —ap,

92 1

am[/z; = a?e” M2 = a?p,

Por tanto,
1 2 1 2
dp; = (Ea P + Ea: pt) dt — ap. dW;

dp, = a’p.dt — ap dW,

Multiplicando la ecuacidn anterior por la ecuacion dX; = rdt + aX,dW; se obtiene:

dXt dpt = (Tdt + (ZXtth)(Olzptdt - C(ptth)
dX, dpy = —a’X,p (dW,)?

dXt dpt = _aZtitdt
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Multiplicando por p, en la ecuacion inicial dX; = rdt + aX,dW, se obtiene:
pedXe — ap X dW, = rpedt,
Sumando y restando a?X,p,dt se produce:
pedX, — ap X, AW, + a?X,p,dt — a’X,p,dt = rp,dt
pedX, + X, (a?p,dt — ap.dW,) + dX, dp, = rp.dt
pedX, + Xidpy + dX, dp, = rp.dt
La cual, con la virtud de la regla del producto, se consigue:

d(peXe) = rpedt
Integrando se produce:
t
peXt = poXo + 7”] psds
0

Y, por lo tanto, la solucién es:

X; =—X0 —f psds

t
1>
Wy—ta?t Wo—L1a2t —aw+x
X, =e*t aX+re“t2“ fe“szasds
0
t

_l,. 12 _ 1.
Xt — eaWt 5x tXO +rf eaWt 5@ te aWs+2a st
0

1, t 1,
We—>a’t —=a?(t—s)+a(We—W,
X, =e®t2" X0+rfe 2% (t=s)+aWe=Ws) g
0

Ejemplo 2: Sea a una constante. Resolver la siguiente ecuacion diferencial
estocastica por el método de factores integrantes:
dXt = Xtdt + aXtth,
El factor integrante esta dado por
p, = e—fotadws+%fota2ds _ e—aWﬁ%azt
Usando la formula de It6:

dp.  10%p; 9p,
dpt <6t +EW dt+a—VthWt

Por tanto,
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1 1
dps = (E a’p; + Eazpt) dt — ap.dW;

dp, = a’p.dt — ap dW,

Multiplicando la ecuacién anterior por la ecuacion dX; = X,dt + aX,dW, se obtiene:

dX, dp, = (X.dt + aX.dW,)(a?p.dt — ap,dW,)
dX, dp, = —a’X.p(dW;)?
dX, dp, = —a?X,p.dt
Multiplicando por p, en la ecuacion inicial dX; = X.dt + aX,dW, se obtiene:
pedXy — ap X dWe = Xipedt,
Sumando y restando a?X,p,dt se produce:
pedX, — ap X, AW, + a?X,.p,dt — a?X,p.dt = X,p.dt
pedX; + X (a®pedt — ap,dW,) + dX, dp, = X,p,dt

pedX; + Xedpe + dXe dpe = Xipedt

La cual, con la virtud de la regla del producto, se consigue:
d(peXe) = Xepedt

Sustituyendo Y, = p,X; se obtiene que Y; satisface la ecuacion diferencial
deterministica:

dYy = pf (¢, Y:/pe)dt

ay, i dt
= p —_
‘ ‘ Pt

dY, = Y.dt
Integrando se produce:
Y, = ket
SeaY, =k,
Y, = Yyet
peXe = Xoe'
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Y, por lo tanto, la solucién es:

Pt
X, = Xoeteawt—%azt
X, = Xoe(l—%az)tﬂxwt
Ejemplo 3: Sea a una constante. Resolver la siguiente ecuacion diferencial
estocastica por el método de factores integrantes:
dXt = aXtth,
El factor integrante esta dado por

p, = e—fotadWﬁ%f;azds _ e—aWﬁ%azt
¢ = =

Usando la férmula de Ito:

d 192 d
dpt=< P, pt)dt+aﬁdwt

ot | 20W2 W,
Por tanto,
1 1
dps = (E a’p; + E“zpt) dt — ap.dW;

dp, = a’pidt — ap, dW,

dp; = pi(a*dt — adW,)

Multiplicando por la ecuacion dX; = aX,dW, se obtiene:

dX. dp, = (aX.dW,)(a?p.dt — ap,dW,)
dX, dp, = —a’X.p (dW,)?
dX, dp, = —a’X,.p.dt
Multiplicando por p; en la ecuacion inicial dX; = aX,dW; se obtiene:

pedXy — ap X dWy =0,

Sumando y restando a?X,p,dt se produce:
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pedX, — ap X, dW; + a?X.p.dt — a’Xp,dt = 0
pedX, + X (a?pedt — ap,dW,) + dX, dp; = 0
pedX: + Xidpe + dX, dp = 0
La cual, con la virtud de la regla del producto, se consigue:
d(pXy) =0

Sustituyendo Y, = p,X; se obtiene que Y; satisface la ecuacion diferencial
deterministica:

Y, = pf(t,Y/pe)dt

dYt = 0
Integrando se produce:
Yt = k
SeaY, =k,
Yt = YO
peXe = Xo
Y, por lo tanto, la solucién es:
1
X, = Xo—
‘ ° Pt

1>
_ aWr—sa“t
X, = Xpe®"'t72
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Capitulo 3. Aplicaciones en el componente economico financiero

3.1.- Modelizacion estocastica de la tasa corta de interés
Modelo en un Mundo Ideal

Considere la cantidad de dinero M(t) en el tiempo t invertida en una cuenta bancaria
gue paga un interés a una tasa constante r. La ecuacion diferencial que modela este
tipo de problema es dM(t) = rM(t)dt.

Dada la inversion inicial M(0) = M,, el balance de la cuenta en el tiempo t esta dado
por la solucién de la ecuacion M(t) = Mye™.

En la mayoria de los casos, r no es constante durante un tiempo largo, esta tasa de
interés cambia impredeciblemente en el tiempo, de lo cual se infiere que puede ser
representada como un proceso estocastico. Por ejemplo, se puede asumir que dicha
tasa de interés en el tiempo t esté determinada por un proceso estocastico continuo
r, =r + oW, donde o > 0 es una constante que controla la volatilidad de la tasa y
W, es un proceso de Wiener. El proceso r; representa una difusion que empieza en
r, =71, con media constante E[r;] =r y varianza proporcional con el tiempo
transcurrido Var[r,] = o%t. Con este cambio en el modelo, el balance de la cuenta
en el tiempo t se convierte en un proceso estocastico M; que satisface la ecuacion
estocéastica dM; = (r + cW,)M,dt, t = 0.

Solucién de la ecuacioén
th = TtMtdt
th - T'tMtdt = 0

Se multiplica por el factor integrante e =4® donde A(t) = fot 1, ds.

el BAM, — eSS M,dt = 0
d (Mte_fotrsds) =0
Al integrar entre 0 y t se obtiene
Me~Jomsds = g
Dividiendo entre e~ o 7s%, se produce

t
M, = Myelo7s%s
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Reemplazando ry = r + oW

Mt M ef (T+0’W5)d5

Mt — MOeTt-I-O'IOtWSdS
Donde fot W, ds = Z; es el proceso de Wiener integrado; luego,

Mt — MOeTt+O'Zt

Dado que, la funcién generadora de momento de Z, es m(o) = E

entonces se obtiene:

o?t3
E[e%?t] = e 6 ;

402t3 20%t3 20%¢t3 o?t3 o

o] =

Var[e®?] =m(20) —m(c)’=e 6 —e 6 =e 3 —e 3 =e¢

Entonces, la media y la varianza de la solucién M, = Mye™*?% son:

E[Mt] =M E[ert+0'Zt]
= MyE[e™e?%]
= MoE[e™]E[e%]
= MoertE[eUZt]
a?t3
= MoerteT
2t3
= Moert+o-T
VaT[Mt] — [(M ert+o‘Zt)2] [M eT‘t+o‘Zt]2
— E[MZ 2rt+ZaZt] [ eO'Zt]
— MZE[ 2rt ZaZt] [ Tf]zE[eUZt]Z
_M2 ZTtE[ ZO'Zt] M2 Z‘r'tE O'Zt]

[e
o2t3\ 2
6 >

5 402t 5
— M062rt6—6 _ MOeZTt e
40°t3 20%t3
=M§€2rt e 6 —e 6
= M3e?"*Var(e?%)
5 O.2t3 0-2t3
=Mée?e 3 (e 3 —1

243 243
2rt+—at <—Jt )

= Mze 3 (e3 —1
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En conclusion, si M(t) y M, representan el balance en el tiempo t en el mundo ideal
y real, respectivamente, entonces

243

o“t
E[M,] = Mye"™ ™6 > Mye™ = M(¢).

Esto significa que se espera tener mas dinero en la cuenta en un escenario real que
en la cuenta de un escenario ideal. Similarmente, un banco puede esperar hacer
mas dinero cuando presta a una tasa de interés estocastica que a una tasa de
interés constante. Esta desigualdad se debe a la convexidad de la funcion
exponencial. Si X; = rt + 0Z;, entonces a partir de la Desigualdad de Jensen se
produce:

E[ert+aZt] > eE[rt+aZt] = et

E[eXt] = eElXl = o7t

3.1.1.- Modelos de tipos de interés

En la literatura se pueden distinguir principalmente entre modelos de tipos de interés
de Equilibrio y de No Arbitraje. Los primeros realizan una serie de supuestos
respecto a la economia en la cual operan y derivan un proceso para la tasa de
interés de corto plazo. En éstos, las estructuras a plazos de tasas de interés y de
volatilidades se determinan endégenamente. Por el contrario, los modelos de no
arbitraje toman dichas estructuras como exdgenas para hacer que los precios de
los titulos dados por el modelo coincidan con los observados en el mercado.

Ambas clases de modelos suponen que la tasa de interés sigue un proceso
unifactorial o multifactoriales. Los factores son variables de estado que contienen
toda la informacion disponible. Los factores son también procesos markovianos. Los
modelos unifactoriales asumen que la estructura a plazos de tasas de interés se
desprende por completo de la tasa de interés de corto plazo. En cambio, los
modelos multifactoriales modelan la estructura a plazos de tasas de interés
asumiendo que mas de un factor, por ejemplo, la tasa de corto y su tendencia,
siguen cierto proceso estocastico y, a partir de estos, se determina la estructura a
plazos por completo.

Los modelos de equilibrio unifactoriales mas relevantes en la literatura son Vasicek
(1977), Rendleman y Bartter (1980), Cox-Ingersoll-Ross (1985). Mientras que, los
modelos de no arbitraje unifactoriales mas importantes han sido los propuestos por
Ho y Lee (1986), Hull y White (1990), Black, Derman y Toy (1990) y, Black y
Karasinski (1991). Estos ultimos modelos lograron una gran aceptacion entre los
profesionales de las finanzas a principios de la década de los noventas debido a su
capacidad de permitir valorar productos exoéticos de tipos de interés y de reproducir
la estructura de tasas de interés. Y son estos siete modelos los que se abordan en
este trabajo:
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3.1.1.1.- Modelos de equilibrio

Dado r, que denota la tasa spot en el tiempo t. Esta es la tasa a la cual uno puede
invertir por un periodo de tiempo muy corto, tales como un dia o un segundo. En
aras de simplificar, se asume que la tasa de interés r; satisface una ecuacion con
una fuente de incertidumbre de la forma:

dry = m(ry)dt + o(r,)dW,.

El término de tendencia y la volatilidad de la tasa spot r; no dependen explicitamente
del tiempo t. El término dt es un intervalo de tiempo que tiende a ceroy dW; es el
proceso de Wiener estandar con media cero y varianza dt. Hay bastantes
elecciones clasicas para m(r;) y o(r;), algunas de las cuales se trataran en los
siguientes modelos.

3.1.1.1.1.- Modelo de Rendleman y Bartter

Este modelo asume que la tasa para tiempos cortos satisface la ecuacion diferencial
estocastica:

dT‘t == ,uT‘tdt + O—rtth.

La tasa de crecimiento u y la volatilidad o son consideradas constantes. Esta
ecuacion resuelta en el ejemplo 1 del apartado sobre “el Método de Variacion de
Parametros”, tiene como solucion:

0.2
—=t+oW;
T = roe<“ 2) 7
La distribucion de r; es log-normal. Usando el ejemplo 2 del apartado “Calculo de la
Media y la Varianza a partir de la Ecuacién”, la media y la varianza se convierten
en:

2 2

(o) = ol D o
E[r] =re\" 2/ E[e"™] =rje\” 2)e2 =rje\” 2/ 2 =rett,

2 2

Var[r,] = T02e2<ﬂ_07)t[/ar[ O'Wt] _ rzez(#—%)teazt[eazt _ 1]
N A

= rge? et — 1]

Ahora se abordaran dos modelos que incorporan el fenomeno de reversion a la
media de tasas de interés. Esto significa que en el largo plazo la tasa converge hacia
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un nivel promedio. Estos modelos son més realistas y son basados en argumentos
econoémicos.

3.1.1.1.2.- Modelo de Vasicek

El supuesto de Vasicek es que la tasa de interés de corto plazo debe satisfacer la
ecuacion diferencial estocastica de reversion a la media:

dry = a(b — ry)dt + odW,.

Con q, b, 0 constantes positivas y conocidas. En este caso, como puede observarse,
W, es la unica fuente de incertidumbre. El término odW, adiciona algo de “ruido
blanco” al proceso.

Asumiendo que las tasas spot son deterministicas, se toma ¢ = 0 y se obtiene la
Ecuacion Diferencial Ordinaria

dr; = a(b — r)dt.
Al resolver ésta como una ecuacion diferencial lineal se produce la solucién:
. =b+ (ry — b)e *.

Esto implica que la tasa r; es forzada a moverse, en promedio, hacia un nivel de
largo plazo b a una velocidad a. Esto significa que, si r, > b entonces r; es forzada
a moverse, en promedio, hacia abajo al nivel b y, viceversa, si r, < b entonces r; es
forzada a moverse, en promedio, hacia arriba al nivel b.

15 20 25
| |

Valor de |la Tasa de Corto Plazo

1.0

T T T T
5 10 15 20

Figura 1: Simulacion de r, = b + (ry — b)e %, conry > b, 1y = 3, a = 1.5,
b = 0.5 (Curva Negra),b = 1.3 (Roja),b =2 (Verde) y b = 2.8 (Azul).

67



4.0 45

Valor de la Tasa de Corto Plazo

35

30
|

T T T T
5 10 15 20

Figura 2: Simulacionde r, = b + (ry — b)e %, conry < b, 1y = 3, a = 1.5,
b = 3.2 (Curva Negra),b = 3.9 (Roja),b = 4.5 (Verde) y b = 5.2 (Azul).

Vale la pena mencionar que la ecuacion dr; = a(b — r;)dt + adW, es una notacion
simplificada de la integral estocastica

t t
re—Ts =J a(b —nr,)du +J odW,
S S

t t
r,—1, = ab(t —s) —f rdu + af dw,
N S

Con ¢ # 0, la solucion de la ecuacion dr; = a(b — r;)dt + adW,; es:
dry = abdt — ar.dt + odW;
dry + arydt = abdt + odW,
Se multiplica por el factor integrante e%*
edr, + ae®r.dt = abe®dt + ge®* dW,
d(e®r,) = abe®dt + ce*dW,

Integrando entre O y ¢

t t
er, =1y + abJ e®ds + O'J e dW,
0 0

t 1 t 1 0 '
e rt=r0+ab<—ea ——e >+ o | e*dW;
a a 0
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t
1y =719e % + be (e — 1) + oe‘atf e dW,
0

Se llega a la solucion:

t
1 =b+ (ry—b)e * + ae‘atf eSdWw,
0

Este proceso r; es Gaussiano con media y varianza:
Elr] =b+ (1o — b)e™*;

t
Var[r,] = Var lae‘atf eSdW,
.70
— O.Ze—Zatf e2asds
0

1 1
_ 2,-2at 2at __ 0
ae <2ae 2ae )
2

o
— 1_ —-2at
Sg(L—e )

Se llega entonces a que,
0.2
7e~N|b + (1 — b)e™ %, %(1 — eg2at)

Lo anterior debido a que la tasa spot r; es la suma entre la funcién predecible b +
(ro — b)e~% y un multiplo de una integral de Wiener, la cual es una variable aleatoria

normal con media 0 y varianza f:f(t)zdt.

El nombre de tasa de interés de reversion a la media se explica a continuacion:
Dado que tlim E[r] = tlim [b + (ry — b)e~%] = b, esto hace que la tasa spot ; tienda

2
a b cuando t — o. La varianza tiende en el largo plazo a Z—a Esta varianza es

inversamente proporcional a a, si tengo una velocidad de reversién a la media mayor
tendria una varianza menor, y viceversa.

Especificamente, en el largo plazo,

0.2
T‘t~N (b, %)

Dado que r; esta normalmente distribuido, el modelo de Vasicek ha sido criticado
porque este permite tasas de interés negativas y tasas grandes ilimitadas.
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Es importante notar que, la representacion de la solucion r; esta en términos de la
. t . . .

integral fo e®dW;, por lo que, se hace necesario disponer de estrategias para
simular dicha integral. Para ello, se propone lo siguiente:

Por un lado, dada la propiedad de normalidad de la integral de It6, con g(s) una
funcion deterministica, fotg(s) dW(s) ~ N |0; fot(g(s))2 ds] se llega a:

t
t
f e*SdW, ~ N O;fezas ds
0
0

Resolviendo la integral deterministica de la varianza,

t

1 1

jBZas ds = _(BZat _ eO) — _(BZat _ 1)'
2a 2a

0

esto es,
t
f e*SdW, ~ N [O'i(ezat - 1)]
0 s '2a '

0 equivalentemente,
t
t t t 1
j e®dw;, ¢ jezas dw; = J e?¥W/ ds = Wtf e?%ds = W, <% (e?at — 1)>
0 0 0
0

donde ¢ significa igualdad en distribucion.

. . P 1
Ahora, teniendo en cuenta que, el proceso de Wiener es un proceso estocastico -

—autosemejante!, considere dos instantes de tiempo t y kt donde k es una
constante positiva, entonces se tiene que, la varianza del proceso de Wiener en
ambos instantes puede relacionarse de la siguiente manera:

o2 (kt) Lk aZ(t).

Por tanto, las propiedades del proceso de Wiener ante un cambio de escala t — kt
son las mismas que en t una vez que se multiplica o2 (t) por el factor de escala Vk;
en otras palabras, las propiedades estadisticas del proceso de Wiener no cambian
bajo la transformacion

1 Esto es, cualquier parte del proceso de Wiener es similar al todo después de una transformacién
de escala no isotrépica (es decir, la escala varia sistematicamente dependiendo de la direccion, no
es idéntica en todas las direcciones).
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W (kt) - VEW (¢).

La propiedad anterior nos lleva a asumir la siguiente igualdad:

t
1
e®dW, = —W,(e?* —1
fo ° V2a el )

Por tanto, la solucion r; en términos del proceso de Wiener re-escalado en el tiempo
gueda de la siguiente manera:

—at —at 1 2at
r.=b+ (y—b)le ™ + ge ™ —W,(e** — 1)

V2a
—at a'e_at 2at
r.=b+ (ryg—b)e™*" + W.(e** —1)
V2a
1251
1.24 4
1.231
122-
1.214
1201
0 2000 4000 5000

. . ., B —at
Figura 3: Simulacionde r, = b + (1, — b)e ™ + ”jﬁ W (e — 1),

conry=125b=12,a=3, 0 =1%.

Con el proposito de facilitar aun mas el proceso de simulacion, obsérvese que
utilizando la representacion:

w() ¢vez, Z~[01],

la expresion de r; puede escribirse equivalentemente como:
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—at [eo2at_q

r b+ (ry—be ¥+ = =2 Z~[01],

3.1.1.1.3.- Modelo de Cox-Ingersoll-Ross

Este modelo abreviado con la sigla CIR asume que la tasa spot verifica la ecuacion
diferencial estocastica:

dr; = a(b — rp)dt + ca/?tth,

con a, b, o constantes positivas y conocidas, r; es la tasa de interés, t es el tiempo
y W, denota el proceso de Wiener estandar. Es importante notar que, al considerar

J1: en el término estocastico, el proceso de la tasa corta deja de tener una

distribucion normal, esto es, este proceso no es Gaussiano. De hecho, en este caso,
la distribucién corresponde a una y? no central. Esta es la gran diferencia con el
modelo de Vasicek, dado que el término de volatilidad no es constante, sino que es

proporcional a la raiz cuadrada del nivel de la tasa de interés, a,/1;.

Dos ventajas principales de este modelo son:

1. El proceso exhibe reversion a la media.
2. No es posible que las tasas de interés sean negativas.

Un proceso que satisface la anterior ecuacion diferencial es llamado proceso CIR.
A continuacién, sus primeros dos momentos:

Integrando la ecuacion dr; = a(b — ry)dt + a\/r—tth entre 0y t el cual produce:

t

(
rt=r0+abt—ajrsds+aj\/7$dws
0 0

Tomando expectativas, se obtiene:

t
E[r] =10 +abt—af E[r,]ds
0

Sea u(t) = E[r;]. Entonces diferenciar con respecto a t en
u(t) =ry + abt — afotu(s)ds,
produce la ecuacion diferencial u'(t) = ab — au(t)
multiplicando por el factor integrante e se llega a:
ey’ (t) = abe® — ae®u(t)

ey’ (t) + ae®u(t) = abe*
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d(e®u(t)) = abe™

integrando y sabiendo que u(0) = r,, entonces la solucion es:

t
eu(t) = u(0) + abf e®ds
0

at — l at _ l 0
e®u(t) = u0) + abe abe
a a
ut) =rge ™ + b — be
u(t) =b+e %@y —b)
E[r,] = b+ (ry — b)e .

Por lo tanto,

lim E[r,] = tlim [b+e *(ry—b)]=b

t—oo

Lo cual muestra que el proceso es reversible a la media.
Calculando el segundo momento y tomando u,(t) = E[r?].

Por la regla del producto y teniendo en cuenta que, (dt)? =0, (dW,)? =dt y
(dt)(dW,) = 0, se obtiene:
d(T‘tZ) = d(T‘tTt) = Ttdrt + Ttdrt + thth = ZTtht + (dT‘t)z
= Zrt(a(b —r)dt + a\/r—tth) + (a(b —r)dt + aJr—tth)z
= 2r,abdt — 2rfadt + Zrta\/Ftth + 0?1y dt
= [(2ab + 6®)r, — 2rfaldt + 2rt3/2crth
Integrando se obtiene

t t
r2ds + Zaf 3% aw,

t
rt2=r02+(2ab+02)f rsds—Zaf
0 0 0

Tomando expectativas se llega a:

t

t
E[r2] =1r¢ + (2ab + az)f E[r,]ds — Zaf E[rZ]ds
0 0

Uy (t) =1¢ + (2ab + O'Z)J u(s)ds — ZaJ U, (s) ds
0 0

Diferenciando de nuevo,

up(t) = (2ab + o®)u(t) — 2au,(t)
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Resolviendo como una ecuacion diferencial lineal en u,(t) se produce:

5 () + 2ap,(t) = (2ab + o*)u(t)

multiplicando por el factor integrante e?% se llega a:
ey (t) + 2ae?*u,(t) = (2ab + 0%)e?% u(t)

d(e?u,(t)) = (2ab + o2)e?*pu(t)

t
ey, (t) =r¢ + (2ab + az)f e?®[b+ e *(ry — b)]ds
0

t t
e?®y,(t) = ¢ + (2ab + d?) U e?%hpds + f e (ry — b)dsl
0 0

b b 1 1
2at — 4.2 2 2at __ _ _pat __ _ _
e“®u,(t) =ry + (2ab + o) [_Za e 52 + (ry — b) " e (ro — b) a]

Luego se tiene:

Uy (t) = rée~2% + (2ab + a?) I% (1—e2at) + (rof;b) (e — e‘zat)l
=rfe 2% + (2ab + o?) l% (1—e 29t + (TOT_b) (1- e"at)e"‘”l
Dado que,
Var[r] = E[r#] — (E[r])?
=rie %% + (2ab + 0?) lzia (1—e2a) + L:b) (1- e‘at)e‘atl

—(b+e™%(ry — b))2
b
=r¢e 2% + 2ab I— (1—e2at) +
2a

(ro — b)
a

M (1 _ e—at)e—atl
a

b

+ g? l— (1—e 29t + (1- e‘at)e‘atl
2a

— (b? + 2be™*(ry — b) + e 2% (r, — b)?)

(ro — b)
a

b
=rie 2% + Zab% (1—e2%) + 2ab
(ro — b)
a

(1 _ e—at)e—at
b
+ g? l_Za (1—e 29t + (1- e‘at)e‘atl

— (b% + 2be™*(ry — b) + e~ 2% (r¢ — 21ob + b?))
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=b%2(1—e 2%) + 2b(ry — b)(1 — e %)™
b _ (ro — b) _ _
+o?|l—1—-e )+ —(1—e W)™
2a a

— (b% + 2be™*(ry — b) + e~ 2% (=21,b + b?))
=b% —b%e7 2% + 2b(ry — b)(1 — e"*)e~

+ g2 [ﬁ (1 —e~20t) + (ro — b) (1-— e—at)e—atl
2a a

— b? — 2be % (ry — b) — e~2%(=21yb + b?)
= —b%e 2% + 2b(ry — b)(1 — e~ *)e~ %

+ o2 [ﬂ (1 — e™20t) + (ro — b) (1— e—at)e—atl
2a a

— 2be % (ry — b) + 2rybe~ %3t — p2e~2at
= 2be % (ry — b)(1 — e~ %)

b (ro — b)
2|1 1-— —-2at
+0o [Za( e “%) + "

(1-— e—at)e—atl

— 2be™%(ry — b) + 2be™ 2% (1, — b)
=2be % (ry — b)(1 — e~ %)

b
+ 02 [ﬁ (1—e™2%) +

—2be ™ (ry — b)(1 —e™%)

(ro — b) (1- e—at)e—atl
a

— [_ (1- 2at) 40 7 (ro — b) (1- e—at)e—atl
b o? ba?

— i(l _ e—Zat) + _(1 _ e—at)roe—at _ i(l _ e—at)e—at
2a a a

2

b
(1 _ e—at)e—at + Zi[(l _ e—Zat) _ 2(1 _ e—at)e at]

I
3
VRS

2

Il
=

(1—e 3)e a3t 4 — ba
2a

ba?
(1 _ e—at)e—at + E [1 _ e—Zat _ ze—at + Ze—Zat]

[(1 _ e—Zat) _ (Ze—at _ Ze—Zat)]

bo?
(1 —e ) ot + S0 [1—2e~at 4 ¢—2at]

2

bo
1— —aty ,—at 1 —-ati2
( e"M)e " + a [ e |

I
S

Il
3
N7 NN N
— N N N

JARIARIARIENIE

Por lo tanto, cuando t — oo, todas estas exponenciales tienden a cero, por lo que:

ba? ba?

- . 0-2 —
lim Var(r] = lim lro <7> (e™ —e720t) 4 —[1-e at)2| = o
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Cabe notar que, al contrario del modelo de Vasicek, no hay una solucion explicita
real para el modelo CIR.

3.1.1.2.- Modelos de no arbitraje

El supuesto fundamental de estos modelos es: “si los mercados estan en equilibrio,
entonces no pueden existir oportunidades de arbitraje”. Respecto a la tasa drift del
modelo, ésta es dependiente del tiempo e independiente del nivel de la tasa corta,
y es elegida tal que el modelo es consistente con la estructura de plazos de la tasa
de interés; es importante aclarar que, para determinar esta estructura se establece
la tasa de interés a todos los plazos existentes de acuerdo con los diferentes
vencimientos del activo financiero en cuestion.

3.1.1.2.1.- Modelo de Ho y Lee

La ecuacion diferencial estocastica que representa el comportamiento de la tasa
corta en este modelo es:

dT‘t = H(t)dt + O-th

Donde 6(t) determina, en promedio, hacia donde se movera r; en el futuro, también
se considerada independiente de r; y se elegira de tal manera que sea consistente
con la estructura de plazos; mientras que o es constante, es decir, independiente
del nivel de la tasa corta y del tiempo.

El proceso de solucion estocastico de la tasa corta es Gaussiano y esta dado por:
t t
=T, +f 0(5)ds+af dWw,
0 0
t
=1+ j 0(s)ds + oW,
0

En este caso, la media y varianza de la tasa corta satisfacen, respectivamente,

t

E[r] =1, +f 0(s)ds
0

Var[r] = o?t,

Si F(0,t) denota la tasa a plazo (tasa forward) en el tiempo t estimada desde el
tiempo 0, y en virtud de que, 6(t) = %F(O, t) + ot, se tiene:

d
dr, = (%F(O' t) + azt) dt + odW,.
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Es decir, la tendencia de la tasa corta esta dada por la pendiente de la tasa forward
ma&s un término lineal en t.

En este caso la solucion a la que se llega es:

tro
Ty =r0+f (—F(O,s)+azs> ds + oW,
o \0s

t 0 t
Tt =r0+f —F(O,s)ds+f o?sds + oW,
o 0s 0

2
o
T =1‘0+F(O,t)—F(O,O)+7t2 + oW,

0.2
. = F(0,t) +71:2 + oW,
ya que F(0,0) = r,.

2
Por otro lado, también se obtiene E[r;] = F(0,t) + %tz.

3.1.1.2.2.- Modelo de Hull y White

El modelo propuesto por Hull y White es una extension del modelo de Ho y Lee que
incorpora reversion a la media:

tendencia
dry = (0(t) —ary)dt + odW,

estocastico

con a y o constantes. El parametro a mide la velocidad de reversion a la media. El
parametro o es la volatilidad de los cambios de los cambios de la tasa de interés de
corto plazo, la cual puede asumirse constante o como una funcién deterministica
del tiempo. El hecho de que 6(t) sea una funcion del tiempo es lo que permite
ajustar el modelo a diferentes estructuras a plazos de tasas de interés.

Para solucionar la ecuacion se multiplica por el factor integrante e%
edr, = 0(t)e*dt — ae®r,dt + oce*dW,
edr, + ae®r.dt = 6(t)e?dt + oe* dW,

e dr, + rrae®tdt = 9(t)e?dt + oce*dW,
d(e%r,) = 0(t)e®dt + ge*dW,

Integrando entre 0 y t se produce:
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t t

0(s)e*ds + crf e dW,

er, =1, + f
0

0
t t

e =re % + e‘atf 0(s)e*ds + ae_“tf e dW,
0 0

Dado que los primeros dos términos son deterministicos y el Gltimo término es una
integral de Wiener, el proceso r; es Gaussiano.

La funcion 6(t) puede ser calculada a partir de la estructura de plazos F(0,t) como

2

d o
g _ p,—2at
o(t) = atF(O' t) + 2a(l e )

Entonces

ds

g2 t (1 _ e—ZaS)eas
J

t t
0
) @Sds = | —F(0,s)e®ds + —
fo (s)e*ds _I;as (0,s)e S+a >

j-t
0
t

2 ot
=j —F(O,s)e“sds+0—f senh(as)ds
o 0s a J,

F] g2 t (eas _ e—aS)
Il as _ _ 7
aSF(O, s)e®ds + . fo > ds
d

— at _ 0 0-_2 l — l
F(0,t)e F(0,0)e? + " acosh(at) acosh(O)

2
o
=F(0,t)e® —ry + = [cosh(at) — 1]

donde se asume que F(0,0) = r,.

Continuando para hallar la solucion, se tiene:

0.2 t
e =18 % + e (F(O, e — 1y + Pyl [cosh(at) — 1]> + ae‘atf e dWw,
0

2 t
o
T =19e” % + F(0,t)e%e % —rje? + Pyl [cosh(at) — 1]e™% + ae‘atf e dWw,
0

0.2 eat+e—at t
e = F(O, t) + —Zl(z—) - 1] et + Ue_atf eanWS
a 0
o2 t
. =F(0,t) + 20z [e%t + e~ — 2]e % + ae‘atJ e dW,
0

0.2 t
r, = F(0,t) + a2 [1+ 724t — 2e7%] + ae‘atf e dWw,
0.2 t 0
7. =F(0,t) + ﬁ[l —e %) + ae‘atf e dW,
0

La media y varianzas son:
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2

o
E[r] = F(0,t) + 5—[1 — e™%]?
[re] = F(0,0) + 551 —e~]

t
Var([r] = aze‘zatVarf e dWw,
0

t
— O.Ze—Zatf eZast
0

— g2e—2at <% (e2at — 1))

2

o
— Ze—Zat(ezat _ 1)
2
o
=—(1-— —-2at
2a( e™ %)

3.1.1.2.3.- Modelo de Black, Derman y Toy

El &rbol binomial de Black, Derman y Toy, es equivalente con el siguiente modelo
continuo de tasa de corta duracién

o'(t)
o(t)
Haciendo la sustitucién u; = Inr;, se obtiene una ecuacién diferencial lineal en u,
o' ®
du; = IH(t) + mutl dt + o (t)dW;

La ecuacion puede ser escrita equivalentemente como:

d(Inry) = IH(t) + Inry|dt + o(t)dW;

1(t)
o
du; = 0(t)dt + mutdt + o(t)dW;

1(t)

du; — %utdt = 0(t)dt + a(t)dW;

o(t)du, — o' Ou,dt
o(t)

o(t)du; —u;do(t) B 6(t)

o2(t) IO)

Aplicando la regla del cociente de derecha a izquierda, se consigue:

u, 1 0@
d[a(t) = de+aw,

Integrando entre O y t se llega a:

= 0(t)dt + o (t)dW,

dt + dw,

79



aﬁ):a(oﬁf 8 de

ds + a(OW,

e = (0)

Dado que los primeros dos términos son deterministicos y el Gltimo término es una
integral de Wiener, el proceso u; es Gaussiano y, por tanto, r; = e*t es log-normal
para cada t. Usando u, = Inry, se tiene,

a(®), a(®) a®) a(t)
0(0)"() = 00" = ga(0) Intg _ eInTo?©@ _

Luego, aplicando exponencial a la ecuacion de u; y sustituyendo:

to (s)

—L s(t)+0(t) f ds+a(t)Wt

eut — 0'(0)

(s
et = ¢ a(O)o(t) (t)ftogsgds o(t)W

o(t)
r, = 1,00 ()fw(s)ds S(OW,.

Ya que, o(t)W, estd normalmente distribuido con media 0 y varianza o2(t)t, la
variable log-normal e?®%: tiene

E[ea(t)Wt] — g0’ (Ot/2
Var[ed(t)Wt] _ E[BZJ(t)Wt] _ (E[ea(t)WtDz
_ (e(ZJ(t))Zt/Z) _ (eaz(t)t/Z)z
— eZUZ(t)t _ ecrz(t)t
— eoz(t)t(eoz(t)t _ 1)
Por tanto,

o(t)
E[r,] = ry9©e Ufoa(s)ds o?(0)t/2
20(t)
Var[,r.t] — _ro O'(O) eZO'(t) fomdseaz(t)t(eaz(t)t . 1)

Ejemplo 1: Resolver el Modelo de Black, Derman y Toy en el caso cuando o es
constante.

d(Inry) = 6(t)dt + odW;

Integrando entre 0 y t se llega a:
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Inr, =Inr, +f

t t
0(s)ds + crf dW;
0 0

t
Inry =Inry + f 0(s)ds + oW,
0

Donde In r; esta distribuido normalmente y, por tanto,

— eln r0+f0t 8(s)ds+oW;

Tt
t
r, = elnr(,efo 0(s)ds+oW;
t
r, = roefo 0(s)ds+oW;

Esto es, r; esta distribuido log-normalmente.

Por tanto, la media y la varianza de r; son:

E[rt] =F [roefotg(s)ds+gwt]
= T'OE [efotg(s)dseawt]
= T‘Oefotg(s)dse%ozt

t
Var[rt] = Var [roefo 9(5)d5+o'Wt]

_E [(ro oIt 9(s)ds+owt)2] ~ (E[re fge@dmwt])z

=F [TOZBZfOt@(S)ds+20Wt] _ (E [ToefOtB(s)dsHIWt])z
= rOZerotH(s)ds(e(za)zt/z) _ rozezfotg(s)ds(eazt/z)z

Zfote(s)dsezozt 2 fote(s)dseazt

=15%e —15%e

t 2 2
— r0262f0 H(S)dsea' t(eo' t __ 1)

3.1.1.2.4.- Modelo de Black y Karasinski
Black y Karasinski propusieron el siguiente modelo mas general para la tasa spot:
d(Inr) =[0(t) — a(t) Inr]dt + o(t)dW;

Donde 6(t), a(t) y a(t) son parametros los cuales pueden ser asumidos de manera
gue el modelo se ajuste a la estructura de plazos actual, constituyendo asi, un
modelo de no arbitraje.

La diferencia con el Modelo de Hull y White radica en que Black y Karasinski
modelan los cambios logaritmicos de la tasa de interés de corto plazo y no los
cambios simples. En este modelo a(t) representa la velocidad de reversiéon a la
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media del logaritmo de la tasa de interés de corto plazo, 6(t)/a(t) es el nivel de
reversion a la media y o(t) es la volatilidad de los cambios en Inr;, es decir, la
volatilidad de los cambios proporcionales de r.

Haciendo la sustitucion u; = Inr;, se obtiene:
du; = [0(t) — a(t)u.]dt + a(t)dW,
du; + a(t)u.dt = 6(t)dt + o(t)dW;

t
Multiplicando por el factor integrante elo als)ds

t t t t
el “(S)dsdut + (a(t)efo a(s)dsdt) Uy = H(t)efo als)ds gy 4 o(t)efo a(s)ddet

t t t
d (efo a(s)dsut) = 0(D)eho 2@ gr 4 g(t)elo als)ds gy,

Integrando entre 0 y t se llega a:
a(s)d t a(s)d t a(s)d
eloa@dsy, =y, +f 0(s)edo ¥4 gs +J a(s)elo 44 gy,
0 0

t t t t
U, = e—fo a(s)dsuo + e—fo a(s)ds j Q(S)efo a(s)dsds
0

t
+ e—fota(s)dsf O'(S)efota(s)dsdl/Vs
0

t
Inr = e~ o a®ds |y To + e_fota(s)dsf 0(s)ek 4 g
0

t

t t

+ e—fo a(s)ds f O'(S)efo a(s)dsdm/s
0

r, = ee— fot a(s)ds In To+e_f0t a(s)ds fot Q(S)ef()t a(s)dsds+e— fot a(s)ds fot O_(S)efot a(s)ddeS

La media y la varianza del modelo vienen dadas por las siguientes ecuaciones:

t ¢ ¢ . .
E[Tt] =F ee‘fo a(s)ds In r0+e‘fo a(s)ds fote(s)efo a(s)dsds+e—f0 a(s)ds fot G(S)efo a(s)deWS]

t ¢ . . .
E [rt] — ee_ Joa(®)ds |, r0+e_fo a(s)ds fot e(s)efo a(S)desE ee—fo a(s)ds fot cr(s)efo a(s)dsdws]

t t ¢ t t
e Jo sy 4o Joal9)ds fot 0(s)elo “(S)dsdse%e_z Jo als)ds fot o2 (s)e?Jo 445 (quy)2

E[ri] =e

e—fot a(s)ds Inrg+e” fot a(s)ds fot e(s)efga(s)dsds_'_%e—z f(fa(s)ds f; o2 (s)ez f(f a(s)dsds

Elri]=¢e

t t t t t
Var [rt] — Var ee—fo a(s)ds Inrg+e” fo a(s)ds fot H(S)efo a(s)dsds_l_e—fo a(s)ds f; O'(S)efﬁ a(s)ddeS]
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t t t t t 2
E [(ee—fo a(s)ds In T0+e_f0 a(s)ds fot G(S)efo a(s)dsds+e—f0 a(s)ds fot O'(S)efﬂ a(s)ddeS> l

t t t t t 2
_ (E [ee— Jo a(s)ds In T0+e_f0 a(s)ds fot Q(S)efﬂ a(s)dsds+e— Jo a(s)ds fOtO'(S)eIO a(s)ddeS]>

t ¢ ¢ ¢ ¢
E [eZe_fO a(s)ds r0+Ze_f0 a(s)ds fOtG(s)efﬂ al$)ds gg 4 9o~ o a(s)ds fota(s)efo a(s)deWs]

2
<ee—fg a(s)ds In ,ro_l_e—fg a(s)ds jg@(s)eff)ta(s)dsds+%e_2 fé a(s)ds fot o2 (s)ezfota(s)dsds>

t t t t t
eZe— Jo a(s)ds In r0+2€—f0 a(s)ds J‘; H(S)efo a(s)dsdsE eZe— Jo a(s)ds fotd(s)efo a(s)ddeS]

B eZe—fota(s)ds In rg+2¢~ Jo 4(5)ds f()te(s)ef(fa(s)dsds+e—z [Eas)as I 52(s)e? Jo a9)ds g
eZe_fOt a(s)ds r0+Ze_fg a(s)ds fot H(S)efota(s)dsdse%ZZB_z fot a(s)ds fot o2(s)e? fota(s)ds(dws)z

3 eZe—fota(s)ds Inr+2¢~ Jo 4(9)ds fge(s)efota(s)dsds_i_e—zfota(s)ds fotoz(s)ezfga(s)dsds
eZe—fota(s)ds In rg+2¢~Jo a(S)ds fgg(s)efga(s)dsds+2€—2 [t as)ds I 02(s)e?Jo a(9)ds g

_ eZe_fg a(s)ds 1 r0+2e_f0t a(s)ds fote(s)efota(s)dsds+e_2 fOt a(s)ds fot o? (s)ezfﬂta(s)dsds

t t t t t
eZe_fo a(s)ds In T0+Ze_f0 a(s)ds fote(s)efo a(s)dsds+e—2 fo a(s)ds fot az(s)ezfo a(s)dsdS

t t
-2 [~ a(s)ds t 2 [ a(s)ds
(ee Jo Jy 0%(s)e Jo ds _ 1)

Ejemplo 1: Analizar el Modelo de Black y Karasinski con a y ¢ constante.
d(Inr,) =[0(t) — alnr]dt + adW,

Haciendo la sustitucion u, = Inr;, se obtiene:

du, = [0(t) — au.]dt + adW,

du; + au.dt = 6(t)dt + adW;
Multiplicando por el factor integrante e

edu, + (ae®dt)u, = 6(t)e*dt + ce*dW,
d(e®u,) = 9(t)e*dt + ce*dW,

Integrando entre 0 y t se llega a:

t t

0(s)e*ds + af e“dW;

eu, = u, +f
0

0

t t
Uy = e %uy + e‘atf 0(s)e*ds + ae"atf e dW,
0 0
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t t

0(s)e %*e%ds + af e e qdW,

Inr, = e *lInr, +f
0

0

t t
InT, = e *Inr, +f 0(s)e 4t ds + af e~ =gy
0 0

r, = ee_at In r0+f0tH(S)e—a(t—s)ds+af;e—a(t—s)dWS

La media y la varianza del modelo vienen dadas por las siguientes ecuaciones:

_ t —alt— t (i
E[Tt] - [ee atlnr0+f0 6(s)e~t S)ds+0f0e a(t S)dWS]

= ¢ *In rOef(fG(s)e‘“(t‘s)dsE [eofote‘a(t‘s)dws]

1 t _ _
_ ee—at In Toef(fg(s)e_a(t_s)dseiaz fo e—2a(t S)(dWS)Z

1 5t _oa(t—
_ ee—at 1r17‘oefot9(5)9_a(t_s)d56502 INC 2a(t-s) gg

1 _ t
— ee—at In Toefote(s)e_a(t_s)dsegffze 2at fo e2as g

t A (f— 1 _ 1
— ee‘“tlnroefo 6(s)e—alt S)dseiaze 2atﬁ(ez‘“—eo)

1 5 -
_ ee—at In rOef(f G(S)e‘“(t‘s)dsemaze 2at(g2at_q)

2
¢ —a(t— o _
— ee_atlnrOefO 6(s)e—at S)dse—4a[1—e 2at]

-at t —a(t-s) a? -2at
® In7o+, 6(s)e ds+m[1—e ]

—at ¢ -a(t-s) t —a(t-s)
Var [T‘t] =Var [ee In T'0+f0 0(s)e ds+o fo e dWs]

- 2.
- F (ee_at In r0+f0tB(S)e_“(t_s)ds+afote_a(t_s)dws)

] 2

(E [ee_at In r0+f0tB(S)e_a(t_s)ds+afote_a(t_s)dws])

—F _eZe‘at Inrg+2 fotH(S)e‘a(t‘s)ds+2crfote‘a(t‘s)dWS-

—at t —a(t-s) a2 —2at 2
® In7o+ [, 6(s)e ds+m[1—e ]

1 - —
eZe‘at Inrg+2 f;@(s)e‘a(t‘s)dsei(ZJ)z fote 2a(t=s) (qu;)2
2e " nr, +2ftG(S)e_a(t_s)ds+a—2[1—e_2at]
— 0 0 2a

1 _ 1
eZe_“t Inrg+2 fot H(S)e_“(t—s)dsei(tlaz)e 2atﬁ(ezat_eo)

2e %% nr, +2ftB(S)e‘a(t‘s)ds+a—2[1—e‘2at]
0% Jo 2a

84



2
eZe_at Inrg+2 fot6(s)e‘a(t_s)dse%e_zat(ezat—l)

—at t —a(t-s) g2 —2at
2e~4p ro+2f0 6(s)e ds+%[1—e ]

2
eZe_at Inrg+2 fot6(s)e‘a(t_s)dse%[l—e_zat]

—at t —a(t-s) g2 —2at
2e~4lp ro+2f0 6(s)e ds+%[1—e ]

2" nrg+2 ft 9(s)e‘a(t‘s)ds+a—2[1—e‘2at]
e 0 0 a

2% nry+2 ft B(S)e_a(t_s)ds+o—2[1—e_2at]
0 0 2a

—at t —a(t-s) a2 —2at a2 —2at
02€ In7o+2 [; 6(s)e ds+ﬁ[1—e ] eﬁ[l—e | 1

En E[r:] y Var[r:] puede verse que la distribucién de la tasa de interés en cualquier
momento del tiempo es log-Normal lo cual implica que éstas no se tornan negativas.

3.2.- Modelizaciéon de precios de activos financieros

El precio de los activos financieros puede ser modelado a través de un proceso
estocastico continuo, el cual es la suma de una parte predecible y una impredecible.
Sin embargo, este tipo de modelo no tiene en cuenta los choques profundos del
mercado. Si se quisieran incorporar, la estructura de precio de los activos debe
contener un tercer componente que modele dichos saltos inesperados.

3.2.1.- Modelo de tendencia y volatilidad constante

Suponga que S; denota el precio de una accién en el tiempo t. Si F; denota el
conjunto de informacién disponible en el tiempo t, entonces S; es un proceso
continuo que estéa adaptado a F;.

F;, se conoce como filtracion, y puede ser interpretada como una estructura de
informacion dinamica. El hecho de que S; este adaptado a la filtracién F,, significa
qgue el valor que tome S; en t depende solamente de la informacion disponible al
tiempo t.

El retorno sobre la accion durante el intervalo de tiempo At mide el incremento
porcentual en el precio de la accion entre los instantes t y t + At y estd dado por

S _S . . . . o~ 1
=2t Cuando At es infinitesimalmente pequefio, se obtiene un retorno
t

- yd dst 7
instantaneo —. Se supone que éste es la suma de dos componentes:
t

Una parte predecible udt y una parte de ruido debido a noticias inesperadas adW,.
Sumando estas dos partes se produce
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dsS;
— = udt + adW,,
St

Lo cual lleva a la ecuacion diferencial estocastica
dSt - ,uStdt + O-Stth.

Los parametros u y o son constantes positivas, los cuales representan la tendencia
(drift) y la volatilidad, respectivamente, del comportamiento del precio del activo
financiero. Esta ecuacion fue resuelta en el ejemplo 1 del apartado intitulado
“método de variacion de parametros”, llegando a la solucion:

(w5
u———)t+aM&
St == Soe 2 )

DI 1DID EDID EDID
Figura 4: Tres simulaciones distintas para la ecuacién estocastica
dS, = 0.15S,dt + 0.07S.dW,, con Sy = 1.

donde S, denota el precio del activo en el tiempo t = 0. Vale la pena notar que el
precio de los activos en el mercado de valores adaptado a F;, es positivo, y tiene
distribucion log-normal.

La distribucion de S; es log-normal. La media y la varianza se convierten en:

E[S,] = Soe(u_%z)tE[e"Wf] = Soe<”_%2)te% = Soe(”_%z)HGTZt = S,eht,

o~

0-2
Var[S,] = Sgez(ﬂ_T)tVar[e“Wt]
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2
= S2e 2(#62)% t[at ]
2
_ Sgez( 4 )t+a tl g% _ 1]
a t
_ sl e
= Sgez”t[e" t 1].
Ejercicio 1: Suponga que F, representa el conjunto de informacién en el tiempo wu.
Encontrar E[S;|F,] Y Var[S;|F,] parau < t.

Se tiene

2

S, = soe("‘g7

)t+0'Wt

ut+oWy

S, = Soe(“_%)

Dividiendo las dos ecuaciones anteriores entre si, se llega a

2
S, = Sue(u—%)(t—u)w(Wt—Wu)_

Tomando expectativa en S;, recordando que estd conformado por una parte
predecible y otra impredecible, se obtiene
0.2
EISF] = S0l ) plermiomopg
0.2
= Sue<u_7)(t_u)E[eU(Wt_Wu)]
0.2
= Sue<'u_7>(t_u)E[eo-(Wt—u)]
2
=, e(u—%)(t—u)e%z(t—u)

] Sue “(t_u)

Se calcula ahora E[SZ|F,] como insumo para calcular la Var[S,|F,].

2 2 Z(H—U—Z)U—u) 20(W—W,)
E[St |:Fu] =S,e 2 E[e e |~7:u]
2
_ 2,2 F)ew Loy
u
— Sieziz(t—u)—az(t—u)eZaz(t—u)
— Siezit(t—u)eaz(t—u)_
Entonces,

Var[S|F,] = E[Stleu] - E[Stlj:u]z
= S§2e2M(t-W ot (E-w) _ (g, pult-w)?

— Siezii(t—u)eaz(t—u) _ 5592;1(1:—11)
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— SieZu(t—u) [eaz(t—u) _ 1]

En el caso particular cuando u = t, E[S;|F:] = Sy Var[S;|F,] = 0.

Ejercicio 2: Encontrar la ecuacion diferencial estocastica asociada con InS; y
determinar los valores de E[In S;] y Var[ln S;].

O.Z
Partiendo de dS, = uS,dt + aS,dW,, cuya solucién es S, = Soe(“_T)Hon, y sea
f (S, t) = InS;. Entonces, utilizando el teorema de It6
af(Stl t) af(St) t) 162f(5t’ t)
df (S, t) = Set) + =———=—=b2(S,,t) |dt
f (S, t) ( ot + a5, a(t)+2 aSE (Se,t)
af (St
L IGeD o aw,
as,

donde

af(St' t) =0 af(St' t) — 1 azf(Sti t) _ 1

ot ’ s, S, asz s2

Luego se tiene:

11 1], 1

0.2
= (u — 7) dt + odW,

La correspondiente integral estocastica asociadaa dInS; es

t t t
0.2
lnSt=lnSO+ufds—7f(dWs)2+adeS
0 0 0
0.2
=lnSO+,ut—7t+aWt
2

o
=lnSO+<,u—7>t+0Wt

a2

Por lo tanto, InS; estd normalmente distribuido con E[InS;] =1InS, + (,u — 7) ty
Var[lnS,] = o?t.

3.2.2.- Probabilidad de que el precio de las acciones alcance unacierta barrera
antes que otra barrera

Suponga S, Yy S, fijos, tal que S; < S, < S,,. La probabilidad de que el precio de la
accion S, alcance el valor superior S,, antes de alcanzar el valor inferior S; es
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_dr-1
p_dy_uy’

Su _ . Sa _ _q_2m
dondeso—u, So—d, y y=1--.

Demostracion: Sea S; = mt + W; un movimiento browniano con tasa de tendencia

diferente de cero m, y considerando «, § > 0. Entonces,
eZ‘mﬁ -1

P(X; llegue al nivel de a antes de llegara — ) = Py

Eligiendo los siguientes valores para los parametros m,a y 8

NN _Inu _Ind
mEsTY = = o’

Se tiene también la siguiente secuencia de identidades:

P(X; llegue al nivel de a antes de llegar a — f3)
= P(0X; llegue al nivel de oa antes de llegar a — af8)
= P(Soe"xt llegue al nivel de Sye’“ antes de llegar a Soe_‘fﬁ)
= P(S; llegue al nivel de S,, antes de llegar a S,).

Por tanto,
e2mb _ 1

P(S; llegue al nivel de S,, antes de llegar a S;) = Somf — g2ma

Reemplazando m,a y f en la ecuacion anterior se llega a

pomi DY )Y
e — e = (G 9B ) B
e_(f)‘_lzt_l) nd _ 4 eln o)
o Ema _ o Fme )
d‘(ff_lzt‘l) —1 d(l‘fy_g) -1 dr —1

g G G ) ) -

Por otro lado, sea S,, > S, > 0 fijo. Entonces

L2
P(S; alcance el nivel S,) = (;—0) °* para algin t > 0

Demostracion: tomando d = 0 implica S; = 0. Dado que S; nunca alcanza el valor
de cero,

P(S; alcance el nivel S,)) = P(S; llegue al nivel de S,, antes de llegar a S; = 0)
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0<2“>
-5

Ejercicio 1: Si se tiene una accién con S, = $10, ¢ = 0.15, ¢ = 0.20. Cual es la
probabilidad que el precio de la accion llegue al nivel de $15 antes de llegar a $5?

g=_2>_05
S, 10 7
u = 5, = LS
1 2u 2%0.20 16.77
YEiT 2T T 0ase '
Luego,
d¥ —1
P(S; llegue al nivel de $15 antes de llegar a $5) = T
P(S; llegue al nivel de $15 antes de llegar a $5) = 057271 _ (.9999

0.5—16.77 _1 5-16.77

Ejercicio 2: Sea 0 < S, < S,. Cual es la probabilidad que S; alcance S,, para algin
tiempo t > 0?

2
SO]( o'lzl)

P(S; alcance el nivel S,)) = 5

_2%0. 20
0. 152
[ = 0.0005

3.2.3.- Modelo de tendenciay volatilidad dependiente del tiempo

Este modelo considera la tendencia u = u(t) y volatilidad ¢ = a(t) como funciones
deterministicas del tiempo. En este caso la ecuacion es

dS; = u(t)S:dt + o(t)S,dW..
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Se resuelve la ecuacion por el método de factor integrante, éste es:

p, = e—fota(s)dWS+ fotaz(s)ds

Usando la férmula de Ito:

_(0p: 1 0%py 0p,
dp; = (W-i_ E@VVtZ dt +a—vvtth

Se puede ver que,

?
% = (o2(t)dt — a(t)dW,)p,
9pe _
oW,
62
P; —0
oW,

Por tanto,
dp; = a?(t)p.dt — a(t)p.dW,

Multiplicando la ecuacion anterior por la ecuacion dS; = u(t)S.dt + o(t)S.dW, se
obtiene:

dSidp, = (u()S,dt + o(t)S,dW,) (0* (O)p,dt — o ()p.dAW,)

dStdpt = _O-Z(t)Stptdt

Multiplicando por p; en la ecuacion inicial

pedS; = peu(t)Sedt + pro(t)S, dW,
pedS; — peo(£)S dW, = peu(t)S.d

Sumando y restando ¢?2(t)S,p.dt se produce:

pedSe — pea(t)SdW, + 0 (£)Spedt — 0%(t)Sepedt = peu(t)Sed
pedS; + Se(0?()p,dt — peo(t)dW,) — o (t)Sepedt = peu(t)Sed
pedSy + Sedpe + dSedpy = pep(t)Sedt
d(p:St) = pepu(t)Sedt
Sustituyendo Y, = p.S; se produce la ecuacion deterministica d(Y;) = u(t)Y;dt

cuya solucion es:
th == T‘tMtdt

d(Yy) — u(O)Yedt = 0

Se multiplica por el factor integrante e =4® donde A(t) = fotu(s) ds.
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e~ KOG (y) — p()e b HOLY,dr = 0
d (yte—fotlt(S)dS) 0
Al integrar entre 0 y t se obtiene

Yte_fotﬂ(s)ds — YO

Dividiendo entre e‘fotrsds, se produce la solucién:
Y, = yoefotu(S)dS
Sustituyendo se llega a la solucién de la ecuacién diferencial inicial:
Se =pi'Y,

St — efota(s)dWS— fOtJZ(S)dsYOefotu(s)ds

S, = Yoef(fd(s)dws—fotaz(s)ds+f0tu(s)ds
S, = pOSOefg(It(s)—az(s))ds+f(fa(s)dWS
S; = Soefot(#(s)—oz(s))ds+f(fa(s)dWs

La solucion S; esta adaptada a la filtracion F, y esta distribuida de forma log-normal,
su media y varianza se calculan de la siguiente manera:

Sea X, = fot(u(s) — 02(s))ds + fota(s)dWS. Dado que, X, es una suma entre una
funcién integral predecible y una integral de Wiener (la cual esta distribuida
normalmente con media 0 y varianza fffz(t)dt); entonces

EIX = [ (1) = *®)ds
0 t t
Var[X,] =V dw,| = | o%(s)d
ar[X,] arU;) o(s) l foa (s)ds

Luego la media y la varianza de una variable aleatoria log-normal S, = S,e*t esta
dada por

E[S.] = E[Sye*]
— Soefot(u(S)—az(S))ds% f(f a?(s)ds

t 1
= Soej"(#(s)_zaz(s))ds

Var(s,] = s2e2Jo(16)-02®)ast [y o%(S)as (ef§ o2()ds _ 1)
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= sZe Iy (2u()-0%(s))ds ( oloo?()ds _ 1)
- SgefotZu(S)ds_efot(Zu(S)—az(S))ds

— Sgezfot/"(s)ds (1_e—f0t az(s)ds)

Si la tendencia promedio y la volatilidad al cuadrado promedio son definidas como:

1 t
f= ;f p(s)ds
0

1 t
g% = —f o?(s)ds
tJo

Entonces las formulas anteriormente mencionadas pueden también ser escritas
como:

1
E[S,] = S,e™t 2%t
Var[S:] = Sgezl_‘t(l—e_azt)

3.2.4.- Modelos de promedios sobre precios de activos financieros

A continuacion, se presentan ecuaciones diferenciales estocasticas para varios
tipos de promedios sobre precios de activos financieros. Estos modelos son usados,
por ejemplo, para obtener el precio de opciones asiaticas, las cuales toman en
cuenta el promedio del subyacente. Como se sabe, estas opciones dependen de su
trayectoria, es decir, el valor de la opcién al vencimiento no solo depende del valor
que alcance el activo subyacente al final del contrato, sino también de la evolucién
que tenga éste durante toda su vida. Los promedios comunmente utilizados en los
contratos de opciones de este tipo son los promedios aritmético y geométrico del
subyacente. Existe una extensa variedad de subyacentes en este tipo de contratos:
divisas, acciones, tasas de interés, commodities, indices, seguros, entre otros.

Las opciones asiéticas, a diferencia de las americanas y las europeas, son utiles
cuando se realizan frecuentes transacciones sobre un mismo activo en un tiempo
determinado, esto es, resulta mas econémico comprar una opcion asiatica que
considere n diferentes precios de un mismo activo (a través de un promedio) al
vencimiento, que comprar n opciones del mismo activo a diferentes vencimientos,
lo que involucraria n diferentes primas, haciéndolo muy costoso, pero en ambas
alternativas la cobertura de riesgo es muy similar, por lo cual, ofrecen una manera
menos costosa de cubrir el riesgo de mercado.

Una opcion con precio de ejercicio promedio es una opcion asiatica en la que su
pago depende de un precio de ejercicio igual al promedio aritmético del precio del
subyacente durante la vigencia del contrato.
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3.2.4.1.- Promedio aritmético con muestreo continuo

t C e ., .
Seat, =ty seasume ty,, —t, = - Usando la definicion de la integral como un
limite de las sumas de Riemann, se tiene:

nooNLag=y ¢ nowt Lug=q

S ali S il t 1t
lim — S;, = lim — Stkﬁzg_l;sudu'

De ello se deduce que, el promedio aritmético de los precios de activos financieros
con muestreo continuo entre 0 y t esta dado por

1 t
At = _-]- Sudu
t 0

Reemplazando S; con u y o constantes, se obtiene

2

1t o
A = ?f Soe(” 2 )uwwudu
0

2
A = % te(”_%)uwwudu
t 0
Esta integral se puede calcular explicitamente solo en el caso ¢ = 0. Esto es, no hay
soluciones en forma cerrada mediante el enfoque probabilista. Vale la pena sefalar
que A, no es ni normal ni log-normal, un hecho que hace que el precio de las
opciones asiaticas en promedios aritméticos dificiles de evaluar.

Seal, = fot S,du. El teorema fundamental del calculo implica dI, = S,dt. Entonces
la regla del cociente produce

2 B t2 t

dAt = d (? St - ? dt = ?(St - At)dt,

Es decir, el promedio aritmético continuo A; satisface la ecuacion diferencial
estocastica:

1
dAt == ? (St - At)dt

Si A; < S;, el lado derecho es positivo y, por lo tanto, dA; > 0, esto es, el promedio
A; crece. En el caso contrario, si A; > S;, entonces el promedio A, decrece. Este
muestra que el promedio A; tiende a rastrear/seguir el valor de la accion ;.

Por la regla de L’Hopital se tiene:

!

Iy t
Ay =lim—=1lim—=1imS, =S
0 t—0 t t—-ot’ t—0 ¢ 0
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Usando que la expectativa conmuta con integrales, se consigue

1 (¢t 1t 1t So 1 S
E[A] = E HO Sudul - ?fo E[S,]du = ?f Soettdu = (e — ) = =L ek~ )

0

Por tanto,

S
M—(;(e“t—l), sit>0

SO! Slt=0

Var[A,] = E[A?] — E[A)? = 1 E[IZ] — E[A.]?

Se debe encontrar una formula para E[I?]
Partiendo de,

d[ItSt] = It dSt + Stdlt + dStdIt
d[ItSt] = It(llstdt + O-Stth) + StStdt + (#Stdt + O-Stth)(Stdt)

=0

d[ItSt] = ﬂItStdt + O-ItStth + Stzdt
d[ItSt] = (Stz + #ItSt)dt + O-ItStth

Usando [,S, = 0, e integrando entre 0 y t se produce
t t
LS, = f (S2 + ul,S)du + o f 1,S,dW,
0 0
Tomando expectativa y dado que la expectativa de la integral de Itd es cero, se tiene
t
BlIes) = | (BIS3) + kTS Ddu

0

t
E[1,S,] = f (s2eCu+a®)u 4 yE(1,S,])du
0

Si se denota g(t) = E[I,S;], diferenciando se produce la ODE

g'(®) = 55ero)t 4 E[L,S,]
g'(0) = 3o 4 g (),

con la condicion inicial g(0) = 0. Esta puede ser resuelta como una ecuacion
diferencial lineal en g(t) y multiplicando por el factor integrante e ~#¢. La solucién es

eTHg'(£) = eTHSFePHTl 1 el ug (1)
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eTHg'(t) — e Hug (1) = eHtsgel2ntel)t
dle#g(6)] = sge(Prror)iut
dle™g(t)] = s3e(ir")t

Usando g, = 0, e integrando entre 0 y t se produce

t
e Mg(t) =g+ ng eluta®)ugy
0

SZ
e g(t) = g el — 1]

S2 2
gt = (u +00.2) e“t[e(“ﬂr e~ 1]
2
g() = (u f_oo.z) e“t[e(zlﬁaz)t - eut]

También se sabe que, I; y S; no son independientes, esto es,

E[1.S,] # E[I]E[S:]
E[L)E[S,) = E [ ftSudul : ISOe(u—%)Hath
0
= If E[Su]du] Soe”t
0

t
= lJ Soe#udul Soeut
0

S
=2 (eHt —1)S,eHt
u
SZ
=0 (eHt — 1)eHt
Ahora se encontrard E[I?]. Usando dI, = S,dt, entonces (dI,)?> = 0 y, por lo tanto,
la férmula de 1td produce:

d(ltz) == ItdIt + Itdlt + dltdlt
d(1?) = 21,dl, + (dI,)?
d(12) = 21,S,dt

Integrando entre 0y t y usando I, = 0, se llega a

t
12 = Zf 1,S,du
0
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Tomando expectativas
t
E[?] = 2 f E[1,S,]du

Ot Sg 2
E[]tz] =2 _('u = [e(Z#+o Ju _ e’“‘]du

E[]tz] ('uz-foo'z)f (2#+0 Ju _ #u]du

E[If] = %U; e@utaugy Jo e“udul

e(zuto®)t _ 1 out _ 1]

(u+02)l 2utor  p

E[If] =

Por tanto, sustituyendo en Var[A;] = ti E[I?] — E[A.]?, se llega a:

2

2 2u+a?)t t 2
Var[A]:i 252 e(“")—l_e“—l_SO (et _ 1"
YTt (u402)| 2u+o? U uzt?
Se 2 [e@uto®)t _ 1 ght _ 1] (ekt —1)2
T2 ,u+02[ 2u+02 4 l_ u? )

3.2.4.2.- Promedio geométrico con muestreo continuo

Dividiendo el intervalo (0,t) en subintervalos iguales de longitud t,,; — t; = % se
obtiene:

1

G(ty,..,ty) = (Hstk> = e Hk 1Stk)
1 1 t
= eﬁzznlnstk = e?Z;{l=1lnStk n

Usando la definicién de la integral como un limite de las sumas de Riemann, se
tiene:

n—oo

1
n n
1en t 1.t
Gt = lim (l |Stk> = lim e?2k=11n5tkﬁ — e?fo lnSudu.
(o]

De ello se deduce que, el promedio geométrico con muestreo continuo de los
precios de activos financieros entre 0 y t estd dado por

1.t
Gt — effo lnSudu
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Reemplazando S; con u y o constantes, se obtiene

1 .t ([L—UT2>u+O‘Wu
G, = e?IO In Sge du
2
. e%fot(ln SO+(M—%)u+aWu)du
1f ot T t
_ e?[fo In Sodu+ |, (/.L—T)udu+f0 aWudu]
2
. e%[ln So fotdu+(u—%) f;udu+af0t Wudu]

o2\t o -t
= Soe<”_7>5+?f° Wudt

Su media y varianza se calculan de la siguiente manera:

Tomando logaritmo se produce:

o\ t

t
o
lnGt=lnSO+<,u—7>§+?f Wudu
0

t . . .
Donde fo W, du = Z, es el proceso de Wiener integrado; el cual es gaussiano con

3
Z~N 0,5), luego In G, tiene una distribucién normal.
3

G, ~N(ns +(u -2 )L 2t
nt nO 22,3

Esto implica que, G; tiene una distribucion log-normal.

Una importante consecuencia del hecho que G; es log-normal es que el promedio
geométrico sobre opciones asiaticas tiene solucion de forma cerrada.

Tomando el hecho que la funcion generadora de momento de una variable aleatoria

t2g2
distribuida normalmente X~N(u,02) es m(t) = E[e®*] = e*** 2, equivalente a,
n20'2
E[Y™] = """ 2 donde Y = e*. La media y varianza de Y, variable aleatoria con

0.2
distribucién log-normal, y con n = 1, es: E[Y] = e**72 y Var[Y] = e?+7° (e — 1).
Entonces, sea X = InG;, luego Y = G,, se obtiene:
E [Gt] — eE[ln Gt]+%Var [In G¢]
2\t 1(d%t
— eln So+(#—%)§+i<%)
o2\t t(c?
= goe(“‘T)TE(?)

= Soe(“_%z)%.
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Var[Gt] — eZE[ln Ge]+Var[ln Ge) (eVar[ln Ge] _ 1)
_ ez[msw(#-é)?(%)] <e<GT2t) _ 1)
_ s2e(n7)(5): <e(%2t) _ 1)
= Sge(“_%z)t (e(JTZt) _ 1)_

3.3.- Caso practico

Modelacion de la tasa corta de interés (spot) del mercado colombiano, conocida
como Tasa Interbancaria -TIB, a partir de los modelos de Vasicek y Cox Ingersoll
Ross. A continuacion, se representa la TIB de forma grafica.

T T T T T T
2010 2012 2014 2016 2018 2020

Figura 4: Serie TIB de tipos de interés spot que contiene 2.914 observaciones
desde el 3 de agosto de 2009 hasta el 30 de julio de 2021.

En la figura 4, se percibe que la serie parece que salta por momentos, lo cual
se puede deber a las intervenciones del Banco Central en su funcion como
directo responsable de la politica monetaria. También se evidencia que la
volatilidad del tipo de interés TIB varia con intensidad, por ejemplo, si se
comparan los periodos 2011-2012, 2016-2017, con los periodos 2013, 2015,
2018-2019, se podria interpretar como el fenomeno de clustering de
volatilidad: tiempos con volatilidades altas son seguidos por volatilidades
altas, y viceversa, a tiempos de baja volatilidad le siguen bajas volatilidades.
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La muestra de datos que se usa es una serie financiera correspondiente a la Tasa
Interbancaria a un dia en Colombia denominada TIB, que hace referencia a la tasa
de interés a la cual los intermediarios financieros? se prestan fondos entre si a un
dia (préstamos overnight). Los préstamos entre las entidades no son
colateralizados® por lo que la tasa refleja el riesgo crediticio asociado con las
contrapartes involucradas en las operaciones. Adicionalmente, es importante
mencionar que, la TIB es calculada por el Banco de la Republica como el promedio
ponderado por monto de los préstamos interbancarios y, que el nivel de esta tasa
refleja en cierto grado, las condiciones de liquidez en el mercado monetario local.

3.3.1.- Aplicaciéon modelo de tasa corta de Vasicek

Vale recordar que, el supuesto del modelo de Vasicek es que la tasa de interés de
corto plazo debe satisfacer la ecuacion diferencial estocastica de reversion a la
media:

dr; = a(b — rp)dt + adW,
equivalente a la ecuacion,
dr, = (6, — 0,1,)dt + 6;dW,,
donde 6,, 6,,0; € R* y donde X, = x, > 0.

En finanzas, la reversion a la media describe un fenbmeno en la que los
rendimientos pueden ser muy inestables en el corto plazo, pero muy estables en el
largo plazo. Los parametros b,a y ¢ se interpretan como la tasa de largo plazo, la
velocidad de reversion a la tasa de largo plazo y la volatilidad de la varianza de la
tasa de interés, respectivamente.

El objetivo es obtener la solucion de la anterior ecuacion diferencial estocéstica, que
es del tipo,

t
rn=b+ (ry—b)e * + af e~ =) qw,
0

equivalente a,

61 6, ‘
nn=—+ (ro — —) et + 93f e~ 02(=9qw,
0, 0

. L, : 6
Resulta facil ver que la relacidon entre estas ecuaciones es, b = 9—1, a=6,y0 =0,
2

2 Establecimientos bancarios, compaiias de financiamiento comercial, corporaciones financieras, y otros.
3 No se requieren de garantias.
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Para ello, es necesario estimar el valor de los pardmetros 6, 6,,65; que la
componen. El comportamiento de r; puede ser cOncavo, convexo, entre otros,
también puede ser negativa para alguno de los valores de los parametros.

Existen diferentes métodos de estimacion de los pardmetros teoricos, ya sea
directa, como el método de inferencia por maxima verosimilitud, o indirectamente,
como el de Euler.

Por el método de maxima verosimilitud, se asume: condicion de crecimiento lineal,
condicion global de Lipschitz, positividad del coeficiente de difusion, la existencia de
los momentos hasta un orden determinado, asi como cualquier otra condicion
necesaria para garantizar la existencia y unicidad de la solucion de la ecuacion
diferencial estocéastica anterior. Condiciones suficientes para la consistencia y
normalidad asintética de los estimadores de méaxima verosimilitud.

Es importante notar que, no se estad en un caso de tiempo continuo, por tanto, la
funcién de verosimilitud de X en tiempo discreto y condicionada a X, es

1a©®) = | [ po (& XlXe po (o),
i=1

donde py(X,) = 1, pues el peso relativo de ésta en la verosimilitud disminuye a
medida que n aumenta. Si se desea la log-verosimilitud, entonces se tendria que

log L,(6) x log pe (A, X;1X;—1).

n
i=1

Vale recordar que si el pardmetro 6, es estrictamente positivo, el proceso de Vasicek
es ergodico* y posee una densidad estacionaria explicita con su media

1

Eo(X:|Xo = x0) = Z—: + (xo - Z—Z) e~%t, y su varianza condicional Varg (X| X, = x,) =

62 (1—e202t)
20, )

Los datos TIB que se analizan corresponden a 222 valores de tipos de interés
efectivos anuales periodicidad diaria, desde el 1 de septiembre de 2020 hasta el 30
de julio de 2021.

Los resultados obtenidos son estimadores 6, 8,, 85 que presentan errores estandar
bajos, menores al 0.33%. Ademas, 6; >0 y 6, > 0, de lo cual se infiere que el
proceso es ergodico con densidad condicional de distribucion Gaussiana.

Para la obtencion de los estimadores de los parametros por maxima verosimilitud,
se aplicé el siguiente codigo usando la muestra de datos TIB.

4 Se dice que un proceso es ergddico si sus promedios estadisticos coinciden con los temporales, entonces
solo se necesita una realizacion del proceso para conocer los promedios estadisticos de éste.
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reguire(stats4)

require(sde)

#--- pensidad condicional ---#

dcou=function(x,t,x0,theta, log=FALSE){
mc =- thetal[l]/thetalz]+(x0-theta[l] /theta[2])*exp(-thetal[2]*t)
dc =- sgrt(thetal[3]+2*(1-exp(-2*thetal[2]*t))/(2*thetal2]))
dnorm(x, mean = mc, sd = dc, log=log)

#--—— Funcion de verosimilitud ——-#
ou. Tik=function(thetal,thetaz,theta3){
n=1ength{x)
dr=deltat(x)
—sumdcou(x=x[2:n] ,t=dt,x0=x[1:(n-1)],theta=c(thetal,theta2,theta3),log=TRUE))

TIB<-t(TIB_Serie_historical

X =- TIB[1:222]

#--- Estimacion de los parametros por Maxima verosimilitud ---#

fit_tot_ou <- mle{ou. lik,start=1ist(thetal=0.01,theta2=0.01,theta3=0.01),
method="L-BFG5-E", lower=c(0.001,0.001,0.001) ,upper=c(1,1,1))

#--- Informe del ajuste (estimaciones y errores tipicos) ---#

summary (fit_tot_ou)

#oefficients:

= Estimate std. Error
#rhetal 0.02741928 0.0325252351
#thetaz 0.01495103 0.0183792548
#rheta3d 0.01900922 0.0009119344
#-2 log L: -1128.542

Esto es, la solucion explicita Unica a la ecuacion dr; = (6, — 6,1;)dt + 6;dW; es:

61 01\ _o,¢ ‘ —8,(t-s)
rt=—+(r0—9—)e 2t 4+ 03| e dW;
2 0

t

7, = 1.8339 + (1, — 1.8339)e %0149t 1+ 0.0190 f e~00149=s) gy
0

3.3.2.- Aplicacion modelo de tasa corta de Cox-Ingersoll-Ross

La heterocedasticidad y la regresion a la media son propiedades de los tipos de
interés; a medida que los tipos de interés suben por encima del nivel de la media,
hay un drift que hala los tipos hacia abajo, y viceversa, cuando caen por debajo de
la media, el drift hala los tipos hacia arriba. Para capturar estas dos caracteristicas
relevantes de las tasa de interés, Cox, Ingersoll y Ross construyen un modelo.

Este modelo se desprende del modelo de Vasicek, donde se restringe que los tipos
de interés solo puedan tomar valores positivos, 0 al menos no negativos,
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dependiendo del cumplimiento o no de ciertas condiciones paramétricas que se
mencionan mas adelante. El modelo CIR asume que la tasa spot verifica la ecuacion
diferencial estocastica:

dry=a(b—r) dt + a\/ﬁ dw,,

drift lineal Heteroce...

equivalente a la ecuacion,

1
2

drt = (91 - ezrt)dt + 937'

t

dw,,

en el cual, si 20, > 6%, entonces 1, toma valores en (0, +inf), y si 20, < 62 entonces
. toma valores en [0, +inf), es decir, el proceso es no negativo. Con 8,, 6,65
constantes.

Los datos TIB que se analizan corresponden a 222 valores de tipos de interés
efectivos anuales periodicidad diaria, desde el 1 de septiembre de 2020 hasta el 30
de julio de 2021.

En la obtencion de los estimadores de los parametros por maxima verosimilitud, la
aproximacion tiende a explosionar; una posible razén, es que la densidad de
transicion de un proceso CIR sigue una distribucion Chi cuadrado que, aunque sea
una distribucién de probabilidad muy conocida, no deja de ser computacionalmente
dificil.

A pesar de las dificultades anteriores, las estimaciones de los parametros 6,, 6,, 65,

se pueden obtener explicitamente, a través de las ecuaciones formuladas por Bibby,
Jacobsen & Sorensens (2005):

Para el calculo exacto de k,, 8, y 62, estimadores de k,, 6, y o,, parametros de
la ecuacion diferencial estocastica

1
2

dr; = k(6 — ry)dt + or2dW,,

t

donde k,6 € R y o € R" es constante; se recurre a las siguientes ecuaciones,

| ey B i D) — B i
—1n

(n i D i, rim1)? — X, (riog)? ’

~ 1 1 n e~kn n
e (1—eFn) l(n - 1) Zizzn - mzizzn_ll,

2k 1 n _ . N2
— ilzk — ' (ri — ri_le_gn — Hn(l — e’kn))
(1 e ”) (n 1) i=2

kn =

62 =
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Incluidas en el siguiente cédigo usando la muestra de datos TIB.

# Con los datos de TIB #

### --- Estimadores $\hat{theta_1}%, 3 hat{theta_2}% v $\hat{theta_31% ---###
### ——— thhat{k}$
TI <- TIB[1:222]
n = length(TI)
s1 =10
for (i in 2:n){
sl =51 + TI[i-1]

s2 = 0
for(i in 2:n){
52 = 52 + TI[i]

53 =0
for(i in 2:n){
53 =53 + TI[i-1]1*TI[1i]

s4 = 0
for(i in 2:n){
s4 = 54 + TI[i-1]42

khathat <=- -log((({1/(n-1))*({s1%s2))-53)/0((1/(n-1))*(s1)A2)-54))
###--- $hhat{‘\theta}f ---##4
thetahat =- (1/(1-exp(-khathat})}*({({(1/(n-1))*s2)-((exp(-khat)/(n-1))%s1))
##4# --- $hhat{sigma}$ ---###
55=0
for(i in 2:n){
55 = 55 + ((TTI[i]-(TI[i-1]*exp(-thetahat))-thetahat*(1-exp(-khat)))»2)

sigmahat <-sqrt((((2*khat)/(1-exp(-2*khathat)))*(1,/(n-1)))*s5)
### --- Reparametrizacion ---###

theta_lhat <- khathat*thetahat

theta_zhat <- khathat

theta_3hat <- sigmahat

theta_hat =- c(theta_lhat, theta_zhat, theta_3hat)

theta_hat

[1] 0.02815926 0.01460968 1.53281175

Los resultados obtenidos son estimadores 8,, 6,, 85 positivos tal que 26, > 62, de lo
cual se infiere que r; toma valores en (0, +inf). La ecuacion diferencial estocastica
asociada queda:

1
dr; = (0.0281 — 0.01461;)dt + 1.532812dW,,

Y su solucion, r, = 1, + 6;t — 6, fot reds + 65 fot JrsdWs, con r, = 1.9853, queda:

. = 1.9853 + 0.0281t — 0.0146j
0

t t
rods + 1.5328j JrsdW,
0
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