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Introduccién

La teoria de los procesos de difusién ocupa un lugar central en la teoria de los procesos
estocdsticos, los cuales vienen definidos como sigue:
Dado el espacio de probabilidad (£2,.4,P) y un conjunto ordenado 7" con ¢t € T fijo, se tiene

que un proceso estocastico es una funcién medible

X (LAP) — (R B)

w — Xy(w) eR

con X; una variable aleatoria y, Vw € Q fijo, X;(w) es una funcién del tiempo.

Originalmente se trataba de un modelo matematico del movimiento browniano, pero poco
a poco se convirtié en una rama importante de la teoria de la probabilidad que estudia la gran
clase de procesos con trayectorias de muestra continuas que poseen la propiedad de Markov,
generalmente interpretada como la ausencia de efectos secundarios.

Desde los comienzos, la teoria de los procesos de difusiéon ha tenido vinculos con las ecuacio-
nes diferenciales parciales de segundo orden, que también surgen en la teoria de la difusion fisica
y los procesos de conduccién de calor. A nivel intuitivo, muchas propiedades de las soluciones de
ecuaciones diferenciales admiten una interpretacién estocastica natural. Esto permite obtener
informacién no trivial sobre el comportamiento de un proceso utilizando la teoria de ecuaciones
diferenciales y, a su vez, nos permite también aplicar argumentos probabilisticos al estudio de
ecuaciones diferenciales. Sin embargo, destacar que en nuestro trabajo hemos abordado la obten-
cién de los procesos de difusiéon mediante esquemas discretos, pero también podemos relacionar
los procesos de difusién con las ecuaciones diferenciales estocéasticas, lo cual daria pie a otro

trabajo.
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10 Procesos de difusion. El caso del proceso lognormal

Hoy en dia, la teoria de la medida que Kolmogorov convirtié en el fundamento de la teoria de
la probabilidad en 1933, ya no esta fuera de los limites, y el interés por los métodos probabilisticos
ha aumentado. Esto se aplica, en particular, a la teoria de los procesos de difusién. Se le pidié
que recomendara una rapida introduccién a la teoria de los procesos de difusion, pero ello no
fue facil.

Notar que los libros que tratan los procesos de difusiéon como parte de la teoria de los proce-
sos estocdsticos, como Doob [14], Loeve [I5], Gikhman y Skorokhod [I6], contienen demasiada
informacién antes de llegar a la teoria de los procesos de difusion, por lo que es practicamente
imposible para un principiante elegir lo que es realmente necesario.

Este trabajo consta de 3 capitulos principales. El primero de ellos, titulado Procesos de
difusion, aborda conceptos generales sobre los procesos (definicién de proceso, caracteristicas de
procesos estocasticos, teorema de Doob, ...), asi como los procesos de Markov, la obtencién de
las ecuaciones cinéticas adelantada y atrasada y la simplificacién de éstas para la obtencion de
las ecuaciones de Kolmogorov y Fokker-Plank. Esto se conseguird gracias al teorema de Pawula,
el cual se enuncia y demuestra.

Posteriormente se aborda el concepto de proceso de difusién y se estudiaran maéas a fondo
las ecuaciones de Kolmogorov, verificando en primer lugar que los procesos de difusién verifican
tanto la ecuacién adelantada como la atrasada. Asi, tras ello, se establece la ecuacién diferencial
atrasada para la funcién de distribucién de transicién y para las densidades de transicion en el
caso de que existan, pero dicha ecuacién puede generalizarse a una clase mas amplia de funciones.

La resolucién de estas ecuaciones depende de las condiciones analiticas de los momentos in-
finitesimales. Si no presentan ningtn problema, las ecuaciones estan definidas en R y la funcién
de densidad de transicion puede obtenerse resolviendo cualquiera de las ecuaciones con la condi-
cion inicial del tipo delta de Dirac. Sin embargo, si los momentos infinitesimales presentan algtiin
problema analitico, no seria suficiente la condicion delta de Dirac. Este problema fue tratado
y resuelto por Feller, pero necesité el uso de una serie de condiciones de frontera, las cuales se
estudiaran.

Para finalizar el capitulo, llegamos como tultima instancia a su resolucién mediante el uso de

distintos métodos como la aplicacién de la transformada de Laplace, la separacién de variables
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Procesos de difusién. El caso del proceso lognormal 11

o mediante la transformacion al proceso Wiener, entre otras.

A continuacion, en el segundo capitulo denotado como FEl proceso de difusion lognormal, nos
centraremos en un tipo de proceso concreto, en particular, como bien nos adelanta el titulo del
capitulo, el proceso de difusién lognormal, el cual lo obtendremos mediante esquemas discretos.
Una vez obtenido, nos centraremos en sus caracteristicas (funcién de densidad, distribuciones
finito-dimensionales, momentos, funcién media y covarianza, funcion media condicionada y fun-
cién moda y de cuantiles). Todas estas caracteristicas, tal y como se podra ver en dicho capitulo,

se pueden abreviar como sigue:

Gt y,7) = Mc(t |y, exp (o (Agod +0%(t = 7)™ |

donde
A= (A, 2,03, 00) "
y donde
M(t |y, ) =exp(y + He(7,1))

con

t 02 7 T

He(t0.t) = [ hotwdu =G (t=t0). <= (67.0)".
0

Asi, segin los distintos valores que tomen z, 7 y A, obtendremos una caracteristica u otra. En

la siguiente tabla pueden verse dichas caracteristicas:

Funcién Expresién z T A
Momento n-ésimo E[X(t)"] Lo to (n,n?/2,1, 1)T
Momento condicional n-ésimo  E [X ()" | X(s)=y] Iny s (n,n?/2,0, 1)T
Moda M,[X (t)] po  to (1,-1,1,1)T
Moda condicionada Mo[X(t) | X(s)=y] Iy s (1,-1,0,1)T
Cuantil ColX (1)] po  to (1,za,1,1/2)7
Cuantil condicionado ColX(0)|X (s) = xs] log(zs) s (1,2a,1,1/2)F

Tabla 1: Valores utilizados para obtener el n—ésimo momento y las funciones de moda y cuantil
de Gé‘(t | z,7).

Para finalizar el trabajo, se aborda la inferencia, recogida en un tercer capitulo denominado
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12 Procesos de difusién. El caso del proceso lognormal

Inferencia en procesos de difusion. En primer lugar se hace una pequena introduccion a la
inferencia y a la estimacién por maxima verosimilitud para posteriormente centrarnos en la
inferencia en el proceso lognormal anteriormente estudiado.

En primer lugar se obtiene la funcién de densidad de probabilidad de transicién y, teniendo
en cuenta que la distribucién es lognormal, podemos obtener la funcién de densidad del vector
que contiene a las variables aleatorias de la muestra. Posteriormente, mediante un cambio de
variable llegaremos a la funcién de log-verosimilitud y al sistema de ecuaciones a partir de la

cual se obtiene la estimacién maximo verosimil de 7. Este sistema es el que sigue:

OLv(n,¢) _ <8Lv(n,C) 9Ly (m, C)) _0
onT owr o S

Si dicho sistema tiene solucién exacta y dicha solucién es un méximo, ésta seria una estimacion
maximo verosimil de los parametros del proceso, y, a partir de dicha estimacién, utilizando el
Teorema de Invarianza de Zehna, obtendriamos estimaciones de las funciones caracteristicas del
proceso que podriamos usar para predecir el valor del proceso en un instante concreto del tiempo.
Sin embargo, es usual que este sistema no tenga solucion exacta y se tenga que recurrir a métodos
numéricos para buscar su aproximacién numérica. En algunos casos, si se puede simplificar el
sistema hasta llegar a una tnica ecuacién igualada a cero, que dependa sélo de un parametro,
vy que se pueda resolver mediante algiin método numérico clésico de obtencién de raices como
podria ser Newton-Raphson.

Del mismo modo se obtendra la estimacién maximo verosimil de (, que se obtiene como

solucién al sistema siguiente:

Up—Q, =0
Zl+q>c—2r‘<—0222+0'2}/§:7102

En el caso de que hy sea una funcion lineal en 6, sera posible determinar una solucién explicita
para este sistema de ecuaciones. Sin embargo, en otros casos, la existencia de una solucién de
forma cerrada no puede garantizarse, por lo que es necesario utilizar procedimientos numéricos

)

para su resolucion.
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Posteriormente se estudia la distribucién de los estimadores de los pardmetros y su repercu-
sién en las correspondientes funciones paramétricas relacionadas, que son de interés en distintas
aplicaciones.

Veremos que si hg es lineal podremos calcular las distribuciones exactas asociadas a los
estimadores de (, lo que nos permite establecer regiones de confianza para los pardametros, asi
como estimadores insesgados de varianza minima e intervalos de confianza para combinaciones
lineales de 8 y o. Sin embargo, en el caso no lineal, no siempre tendremos una expresién explicita
para los estimadores de (, por lo que impide obtener, en general, distribuciones exactas para
ellos, pero, en ese caso, se pueden utilizar distribuciones asintdticas en su lugar. De hecho, sobre
la base de las propiedades de los estimadores maximo verosimiles se sabe que é se distribuye
asintéticamente distribuida como una distribucién normal con media ¢ y matriz de covarianza
I(¢)™!, donde I(¢) es la matriz de informacién de Fisher asociada a la muestra completa. Se
llegard a la conclusién de que los elementos de la diagonal de la matriz 1(¢)~! proporcionan
varianzas asintdticas para las estimaciones de los parametros, mientras que el método delta

proporciona la matriz de covarianza asintética para g(¢) y, por consiguiente, los elementos de la
diagonal son las varianzas asintdticas para la estimacion de cada funcion paramétrica de g(gt ).
Posteriormente, con el proceso de difusion tipo-Gompertz, el cual se utilizard como base
para estudiar un caso con datos reales, se busca la obtencién del modelo estocastico continuo
asociado a la curva Gompertz cuyo valor limite depende del valor inicial. Siguiendo un esquema
analogo al anterior, llegaremos a una ecuacién cuya solucién nos proporcionard la estimacién de
los parametros buscados y podremos obtener los errores estandar asintéticos para la estimacion
de dichos parametros, asi como algunas funciones paramétricas de interés como pueden ser

el tiempo de inflexién, el valor esperado del proceso en ese instante o el limite superior que

determina la capacidad de carga del sistema modelado por el proceso.
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Capitulo 1

Procesos de difusion

1.1. Conceptos generales

En primer lugar debemos conocer la definicién de proceso estocastico, la cual utilizaremos,
junto con la posterior definicién en particular de proceso de difusién, a lo largo del trabajo.
Asi pues, un proceso estocastico se define como una coleccién o familia de variables aleatorias
{X,t € N}, ordenadas segtn el subindice ¢, el cual, en general, se suele identificar con el tiempo.
Esta idea la podemos generalizar facilmente, inicamente permitiendo que los instantes de tiempo
en los que se definen las variables aleatorias sean continuos. Asi, un proceso estocastico es una
familia de variables aleatorias {X;,¢t € R}. Asi, podemos definir un proceso de manera mds

formal como sigue:
Definicién 1.1.1 (Proceso estocastico). Dado el espacio de probabilidad (2, A, P) y un conjunto

ordenado T cont € T fijo, se tiene que un proceso estocdstico es una funcion medible

X (Q,AP) — (R,B)

w — Xy(w) eR

con Xy una variable aleatoria yVw € Q fijo, Xi(w) es una funcion del tiempo.

Por lo general, los procesos serdn denotados como {X (¢) : t € T C R}.
A continuacion se dardn una serie de definiciones y caracteristicas de los procesos estocasticos.

La primera de ellas es la definicién de proceso separable.

Definicién 1.1.2. Un proceso {X(t) : t € T  C R} es separable si existe un suceso N C €

nulo, es decir, que P(N) = 0, y un conjunto S C T denso y numerable, el cual llamaremos

Inmaculada Cabero Moran



16 Procesos de difusion. El caso del proceso lognormal

conjunto separante, tal que para todo conjunto cerrado C y para cualquier intervalo abierto I,
los congutnos {w : X(t,w) € C;t € (INT)} y{w: X(t,w) € C,t € (INS)} difieren en un

subconjunto de N.

Esta definicién nos dice que no hay diferencia entre imponer restricciones (mediante conjuntos
cerrados) en puntos de un intervalo abierto de T o en subconjuntos numerables del mismo, ya
que la diferencia estd contenida en un conjunto de medida nula. Esta propiedad se traduce en
que las trayectorias del proceso verifican que su valor en cualquier punto de T puede aproximarse
por los valores de ella en puntos del conjunto separante. Ademds, la importancia de este tipo de

procesos radica en el conocido como Teorema de Doob, el cual veremos a continuacion.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Doob). Todo proceso estocdstico {X(t) : t € T'} en tiempo continuo
sobre un espacio de probabilidad completo admite una version separable, o sea, existe un proceso

{Y(t) : t € T} estocdsticamente equivalentes a él.

Nota 1.1.1. Notar que dos procesos {X(t) : t € T} e {Y(t) : t € T} son estocdsticamente
equivalentes si se tiene que P(X(t) =Y (t)) =1,Vt € T.

A continuacién, veamos una serie de caracteristicas de los procesos estocasticos.

1.1.1. Algunas caracteristicas de los procesos estocasticos
» Funcién media: mx (t) = E[X (t)],Vt € T.
» Funcién covarianza: Cx(s,t) = E[(X(t) — m(t))(X(s) —m(s))],Vt,s € T.
» Funcién varianza: Vx(t) = Var[X (¢)],Vt € T.
» Funcién caracteristica: ¢x(t,\) = Elexp(iAX(t))],Vt € T,VA € R.
» Funcién cumulantes: Kx (¢, A) = log(ox (¢, N)).
= Funciones momentos de orden k: M (t) = E[X (t)*],Vt € T, Vk € R.

= Funciones percentiles de orden o: Py (t) = percentil de orden av de X (t),Vt € T, Vo € [0, 1].

Funcién moda: M (t) = Moda de X(t),Vt € T.

Inmaculada Cabero Moran
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1.2. Procesos de Markov y ecuaciones cinéticas

Nuestro objetivo es utilizar las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, que no son més que el
teorema de la probabilidad total escrito en versiéon continua para ver si a partir de esta ecuacién
podemos obtener alguna otra ecuacién en forma diferencial. Estas ecuaiones son unas ecuaciones
de compatibilidad que relaciona la densidad de transicién, pero que realmente es poco 1til si no
se conoce la funcién de densidad.

Asi pues, el fin es encontrar las denominadas ecuaciones cinéticas adelantada y atrasada, pero
para ello debemos definir previamente el concepto de proceso de Markov, el cual se utilizara para

nuestro fin.

Definicién 1.2.1. Un proceso {X(t) : t € T} se dice de Markov si Vn > 0 y para cualesquiera

th <t1 < ... <ty <tpy1 €T se verifica que

P(X(tn—i—l) < l‘n—&—l‘X(tn) = xnaX(tn—l) = Tn—1, ...,X(to) = IO) =

= P (X(tn41) < Tp1| X (tn) = 2n)

Visto esto, centrémonos ahora en obtener las ecuaciones cinéticas adelantada y atrasada
como bien se ha comentado anteriormente.

Sea entonces {X(¢) : t € T} un proceso de Markov en tiempo continuo con espacio de
estados continuo. Supongamos que existen las funciones de densidad de transicién f(z,t|y, s)

que verifican las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

F(@tly, 5) = / F @tz 7) f (2 7ly, 8)dz (1.1)

con s < 7 < t instantes arbitrarios tales que X (t) = z, X(7) = z y X(s) = y. Esta ecuacién de
Chapman-Kolmogorov indica que la transicién desde el estado y en el instante s al estado « en
el instante ¢, puede analizarse en dos etapas pasando a través de un estado arbitrario z en un
instante de tiempo arbitrario 7 intermedio entre s y t.

La idea buscada es obtener una forma diferencial de la ecuacién anterior cuya posible solucién

nos diese la densidad buscada.
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18 Procesos de difusion. El caso del proceso lognormal

Sean ahora los instantes s < t < t+At donde se tiene que X (s) =y, X(t) = z y X (t+At) =

Asi, la ecuacién de Chapman-Kolmogorov se transforma en la siguiente:

[zt + Atly,s) = /f(w,t+ Atl|z,t) f(z,tly, s)dz

Si restamos f(z,t|y, s) a ambos miembros en la ecuacién anterior se tiene que

f(xut + At|y7 S) - f($7t‘y,8) = /f(l‘,t + At|Z7t)f(Z,t|y, S)dZ - f(l‘,t|y, 8)'

Tomemos ahora una funcién de tipo Schwartz R(x), la cual tiende a 0. Multiplicando la ecuacién

R(z)

anterior a ambos miembros por —3;~ e integrando respecto al espacio de estados se tiene que

/R (x t+At|y,s)—f($,t|ya3)d$:
At
1

At/ (/fxt+Aﬂzﬂ(zﬂ%)@>d$—At/RQHQJWJMx

Tomando limites cuando At — oo en la ecuacién anterior, considerando el desarrollo en serie de
Taylor de R(z) en un entorno de z y ademds suponiendo que existe la derivada de f(z,t|y, s)

respecto de t, se tiene que
Gf(:c,t]y,s) Y 1 (n JZ'—Z)
/R(az)atd:c = A1;3100 / )+ E R

(/f@¢+AW¢ﬁ@ﬂ%Qw>x—/ F@,tly, s)d )

f(:B,t+At‘y,S)*f(£E,t|y,8) — 8f(ac,t\y,s)
At

donde se tiene que lima¢—q por la definicién de derivada y
R(z)+> 07, R™ (% )! es el desarrollo en serie de Taylor de R(x) en un entorno de z, donde

R™ representa la derivada n—ésima de R.
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Operando la ecuacién anterior se llega a

/R f t|y’ )dszlgo <A1t/R(z)f(z,t|y, 5) (/f(x,t+At|z,t)d:p> dz>

+Z L[ RO (i 5 [ 2 Al ) a:
1
= Jin [ R@) ety s

Usando la condicién de normalizacién

/f(x,t + Atlz,t)dx =1

se tiene que

/ R(x)f?f(xéi\y, 9

= Z " /R") (z,tly, s) <hm Alt/(:v— z)"f(x,t—l—At|z,t)d:1c> dz

Sean Ay (z,t) los limites cuando At — 0 de los momentos de los incrementos condicionados

(E(X(t+At) — X()"X(t) =2] = [(z — 2)"f(z,t + At|z,t)dz). Asi,

/R “'y’ Z /R”) £, tly, ) An(z, £)dz.

Integrando por partes en el miembro derecho se tiene que, tomando z = z,

/R(”)(z)f(z,ty,s)An(z,t)dz = /R(”)(z)f(:v,ﬂy, $)Ap(z,t)de =
_f(x7t|y73) (mt /Rn 1) xt|y, ) (x7t)]d:c:-~~:

Ox
= [ ™ (””’tg;,) Anl@ Oy,

va que f(z,tly, s)An(z,t) = f(z,tly,s) [(z — 2)"f(z,t + At|z,t)dx = 0 cuando z = 2.
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20 Procesos de difusion. El caso del proceso lognormal

Asi, se tiene que

/R l‘ t|ya Z n/ )an[f(xvt’g;i)An(J:?t)]dx<:>

o [r@ Cﬁxtm, ii L) 217G )4 (%Ugdx_o

Asimismo, se cumple que

8f(x,t\y, 3) _ i (_1)n 8n[f(1',t’y, S)An(x7t>] (1 2)
n! '

ot — ox™

Esta ecuacion ((1.2)) se denomina ecuacién cinética adelantada.

Nota 1.2.1. Notemos que a los Ay (x,t) definidos anteriormente como

Jim (B(X(t+ At) - X(2))"1X () = 2])

se les llama cominmente momentos infinitesimales de orden n. Asi, se tiene que, en particular,

cuando n = 1, tenemos que E[AX ()| X (t) = x] &~ Ai(x,t)At, por lo que tenemos entonces que

M 1(z,t)At

lima¢—g h=z] _ lima:—o AT} = Aq(x,t), la cual se denomina media infinitesimal.

Asimismo, cuando n = 2 se tiene que

Var[AX ()| X (t) = 2] Asg(z,t) At — [A1(x,1)]?(AL)? _

Alglo At - Alglo At
At[A —[A 2(A
_ At[Ay(z, 1) A[t1(:c,t)] (At)] — Ay(t),

la cual se denomina varianza infinitesimal, siendo Var[AX (t)| X (t) = z] = Ag(x,t)At—[A; (z,1)]2(At)2.

Nota 1.2.2. Notar asimismo que un proceso se denomina homogéneo cuando sus funciones de
probabilidad de transicion sélo dependen de los incrementos de tiempo presente e inicial, es decir
que f(y,t+ Atlx,t) = f(y, At|x,0). Como consecuencia, este caso particular las expresiones de

los momentos infinitesimales no dependerdn del tiempo.

Ahora, con un razonamiento andlogo al anterior para la obtencién de la ecuacién adelantada,
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podemos obtener la denominada ecuacién atrasada. Vedamoslo.
Partamos nuevamente de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov (1.1). Sean s — As < s < t

tales que X (s — As) =y, X(s) =z y X(t) = x. Se tiene asi que

F(atly,s — As) = / F )z 8)f (2, slys s — As)de.

Restando f(z,t|y,s) a ambos miembros se tiene

f(xat‘yﬂs - AS) - f($7t’y78) - /f(x,t\z,s)f(z, 8’y7 S — AS)dZ - f(xvt‘:% S)'

Teniendo en cuenta que

f(,tly,s) = / F(@ty,$)f (2, 8|y, s — As)dz

se tiene que

f(l’,t|y,8 - AS) = /[f(ZL‘,t|Z,S) - f(x,t|y, S)]f(za S|ya s = AS)dZ.

Desarrollando f(x,t|z,s) como funcién de z en un entorno de y se tiene

o

F(@,tly,s — As) — fztly,s) =Y

n=1

LR [ s sty
nl Y f(z 8y, s — As)(z — y)"dz.

Dividiendo por —As a ambos miembros y tomando limas_,o se tiene
o

g 201l0:5 = 89) = fatlys) _ 55 10w tlyes)

As—0 —As n! oy"

n=1
n

, (z—v)
-Alérilo/f(z,sw,s As)sz.

Teniendo en cuenta que

An(y, 3) = Algilo (z - y)nf(za s’yv s = AS)
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se tiene que

Of(,tly.s)  ~= 10"f(x,tly,s)
o te) g DO ) (19

n=1

Esta ecuacién ([1.3) se denomina ecuacién cinética atrasada.

1.3. Simplificacion de las ecuaciones cinéticas. Teorema de Pa-

wula. Ecuaciones de Kolmogorov

Ahora nos preguntamos, ;qué hacemos con las ecuaciones cinéticas anteriores derivadas para
un proceso de Markov? ;Podremos simplificarlas de alguna manera? La respuesta es si, y para

ello utilizaremos el teorema de Pawula que veremos a continuacién.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Pawula). Si A, (x,t) < oo Vn € N y si Ay(x,t) =0 para algin n

par, entonces Ap(z,t) =0 VYn > 3.

Demostracion. Sea

An(e,t) = Jim U B[(X( 4+ Af) — X ()" |X (1) = 7] =

.1 n-1 nt1
= lim CE[(X (4 Af) = X(6)"3 (X(¢+ At = X(5)"F'[X(t) = 2]

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene que

= lim éE[(X(t FAL) — X ()T (X(E+ At) — X ()" |X(t) = 2)? <
o o BlOX(E+ AL X)) T2 X (t) = 2] E[(X(t + At) — X (1))
= AtSo At At

A? (2,t)

n+1 .
2

X () = af

Asimismo,

2 < Z.
Ap(@,t) < Jim Al At
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Por lo tanto, se tiene que

A2(z,t) < Ap_1(x,t)Apy1(2,t)  para n impar

A%(% t) < An—?(x7 t)An+2($, t) paTra n par

Supongamos que para n = r, con 1 par, se tiene que A, (z,t) = 0. Tomandon =r—2,n =r—1,

n=r4+1yn=r+4 2 se tiene que

A72“+2(x7t) < Ar(x7t)AT+4(x7t) =0

Asi, se tiene que, como A, (x,t) < 0o

Por lo tanto, A, (z,t) =0 Vn > r.

= Arfz(m,t) = Arfl(x,t) = AT+1(1‘,7§) = Ar+2($,t) =0

Ademds, paran < r, A2 (x,t) < A,_o(x,t)Ar(x,t) con r > 4, lo cual no dice que el menor

valor de n para el cual A, (x,t) =0 debe ser 3.

O]

Bajo las hipétesis del teorema de Pawula, se tiene que las ecuaciones cinéticas se transforman

en las siguientes:

» Adelantada o de Fokker-Plank:

ot

Of(z,tly,s) _ ﬁ[Al(x,t)f(ﬂj,t‘y,S)] + %%[Ag(:v,t)f(l‘,ﬂy, s)]

- Oz

2

(1.4)
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= Atrasada o de Kolmogorov:

of (x,tly,s)
0s

8f(33,t’y, S) + AQ(ya S) an(I’ t|y) S)

+ Al(ya S) ay 2 8y2

=0 (1.5)
Estas ecuaciones se denominan ecuaciones de difusién.

Continuemos, por tanto, dando una definiciéon de proceso de difusién.

1.4. Definicién de proceso de difusion

Definicién 1.4.1. Se define {X(t) : To <t < T} como un proceso de difusion si es un proceso
de Markov en tiempo continuo y con espacio de estados continuo, si tiene trayectorias continuas

cast sequro y si Ve > 0 y Vx se verifica que:

1.-

1
lim

- F(dy,t + hlz,t) = 0
e IR CARY

2.- Existen funciones Ay (xz,t) y Aa(x,t) tales que

a.-
1
lim — —x)F(dy,t+ h|z,t) = A1 (x,t
Mhéﬁ&@ VF(dy,t + bl 1) = Ai(z,1)
b.-
1
lim — —$2Fd,t+h:r,t = Ao(x,t
iy | R = Aste )

donde F(x,tly, s) es la funcion de distribucion de transicion.

Notemos que la primera de las condiciones significa que grandes cambios en un corto espacio
de tiempo son poco probables, es decir, no puede haber saltos grandes (saltos mayores de €),
yva que no puedo pasar del estado x al estado ¢y con ninguna probabilidad siempre y cuando esa

distancia sea relativamente grande.

Nota 1.4.1. Destacar que las funciones anteriores Aj(x,t) y Aa(x,t) no se corresponden exac-

tamente con los momentos infinitesimales definidos anteriormente en el capitulo, sino que son
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los momentos truncados, por unidad de tiempo de los incrementos condicionados, los cuales
aseguramos que siempre existen, mientras que para los otros no se tiene asequrada siempre su
existencia. Posteriormente se verd que esta denominacion de momentos infinitesimales se puede
mantener aun en el caso de ser truncados.

Destaquemos también que sélo se han utilizado los dos primeros momentos infinitesimales.

Esto se debe a que el resto son nulos. Vedmoslo en forma de teorema junto con la demostracion.
Teorema 1.4.1. Los momentos truncados de orden superior a dos son nulos.

Demostracion. Sea r > 2,¢ > 0,0 > 0,t € [tg,T] y X pertenecientes al espacio de estados.

Entonces, para cualquier § > 0 se verifica que

/| et bl ) =
y—x|<e

— / ly— 2l F(dy, t + hle.t) + / ly — 2 F(dy, t + hle.t) <
ly—z|<e,|ly—x|<6

ly—z|<e,|ly—z|>0

< / ly— 2 F(dy, t + hle.t) + / ly — 2 F(dy, t + hla, ) <
ly—z|<d

ly—z|<e,|ly—z|>0

< / ly— 2 22 (dy,t + Bla,t) + € / F(dy,t + hla ) <
ly—z|<d ly—z|>6

<o [ y-aPRyt b+ [ Pyt bl -
ly—z| <6 ly—x|>8

= 6"72| Ag(, )b + o(h)| + €"o(h)

1

Tomando ¢ = (L> " con As(x,t) # 0 se tiene que

Ag(xﬂf)
/ ly — x| F(dy,t + h| t)<9h+L (h) +€"o(h)
e Yy—x Y, z,t) < Ag(x,t)O eolh).
Por tanto,
1
lim — —z|"F(dy,t + hlz,t) <0 VO >0.
e M AR AR
Asi,
1
lim — —z|"F(dy,t + h|z,t) =0
i /y_z|<e’y " F(dy,t + hla, 1
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O]

Tras estas definiciones, veamos ahora una definicién méas amplia de procesos de difusién con

los momentos infinitesimales. La veremos en forma de teorema.

Teorema 1.4.2. Sea {X(t):ty <t <T} un proceso de Markov en tiempo continuo, con es-
pacio de estados continuo y con trayectorias continuas casi sequro y verificando las siguientes

condiciones:
= Eziste § >0 tal que Vo limpyo 3 [ |y — z[*TOF(dy,t + h | z,t) =0,
» Ezisten funciones Ay(z,t) y Aa(z,t) tales que Vx
o limpyo+ [(y— 2)F(dy,t + h | 2,t) = Ay (z,t),
o limpyo 3 [(y— 2)?F(dy,t + h | z,t) = As(z,1).
Entonces, {X(t) : to <t < T} es un proceso de difusion.

Demostracion. Las condiciones anteriores implican las dadas anteriormente en la definicién de

proceso de difusién, ya que para k = 0,1, 2 se verifica

ly —
/ygC|>€ ly —2|*F(dy,t + h | z,t) = /yx|>€ WF(dy,t +h|at) <

1
€2+5—k:/| | ly — x> F(dy,t+h | 2,t) <
Yy—x|>€

IN

1
< W/\y—wHF(dy,tJrh |z, t)

por lo que, para k = 0,1, 2, se tiene limy, %f| (y —2)*F(dy,t +h | z,t) = 0. Notemos que

y—z|>e
para k = 0 se tiene la primera condicién de la definicién, mientras que para k = 1,2 se deduce

que los momentos infinitesimales coinciden con los truncados. ]

1.5. Los procesos de difusion y las ecuaciones de Kolmogorov

El primer objetivo es demostrar que los procesos de difusién tal y como se han definido

verifican las ecuaciones de Kolmogorov anteriores. Para ello utilizaremos una serie de teoremas,
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los cuales demostraremos a continuacion.
En primer lugar comenzaremos con demostrar que los procesos de difusién verifican la ecua-

cién atrasada de Kolmogorov (|1.5)) y posteriormente la adelantada ((1.4)).

Teorema 1.5.1. Sea {X(t):tg <t <T} un proceso de difusion. Supongamos que para cada
(x,t), F(z,t | y,s) es dos veces derivable respecto de y, siendo dichas derivadas continuas y

acotadas. Entonces F(x,t | y,s) es derivable respecto a s y verifica la ecuacion atrasada de

Kolmogorov

OF (z,t |y, s)

8F($7t ‘ Y, S) + AQ(?J? S) 82F(.’L',t ’ Y, 3)
ds

oy 2 Oy?

+ Ai(y, s) =0, thH<s<t<T

con la condicion

1 siz>y
limsy F(z,t | y,s) =mP[X(t) <2 | X(s) = y] =
T 0 sizx<y

Demostracion. El proceso es de Markov, por lo tanto la funcién F verifica la ecuacién de

Chapman-Kolmogorov

Fla,t]y.s) = / F(a,t| 2, r)F(dz7 | 3, 5)

— 00

donde 7 es un instante de tiempo con s < 7 < t. Tomando 7 = s + h se tendra

F(a:,ﬂy,s):/ Fla,t] 205 + B)F(dzs +h | y,s) =

—00

— [t s B F | s ) = Pt | s+ DIF (s + ] ) =

— 00
o0

:F(a:,t\y,s+h)+/ [F(z,t]|z,s+h)— F(x,t|y,s+ h)|F(dz,s+h|y,s)

—0o0

Ahora, desarrollamos la funcién F(x,t | z,s+ h) en serie de Taylor respecto de la variable z
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y en un entorno de y.

F(x,t h 19?F(x,t h
Flast | 2,5+ 1) = F(at | y,s+ ) + 2 8'5’” Je =g+ 58 (%8'2375* ) =
OF (z,t | y,s+ h) 1 (0?F(x,t|y,s+h) 9
:F($7t|y78+h)+ 8y ( _y)+§ 8y2 + o (Z_y)
donde
PF(,t |ys+h)|  PF(,t|ys+h)
Qe = - )
022 — Oy?
siendo |0 — y| < |z — y| < e. Con ello, tenemos
F@J!yﬁ)zF@J\%8+h%ﬂ/ [F(x,t|z,s+h) = F(z,t|y,s+h)|F(dz,s+h|y,s)+
|z—y[>e

+/ [F(z,t]|z,s+h)—F(z,t|y,s+h)]F(dz,s+h|y,s)=
lz—y|<e

:F(:n,t\y,s—l—h)—i-/ [F(z,t|z,s+h)—F(z,t|y,s+ h)]F(dz,s+h|y,s)+

|z—y|>€

OF(x,t h
f [PRetleesn ),
|z—y|<e

O*F(x,t|y,s+h)
Oy?

By + ae) (z — y)2] X

X F(dz,s +h|y,s)

de donde

F(z,t — F(z,t h) 1
@ 9,9) h(z’ 9,5+ )—h/ [F(a,t] 2,8 +h) — F(z,t | g5+ )]F(dz, s+ h | y, )+
|z—y[>e

10F(z,t|y,s+h)

/| WG o)
z—y|<e

h oy
182F(:ct\ys+h)/ 9
— 4 : z—y)°F(dz,s+h|y,s)+
5T 92 |Z_y\g€( y) F( |y, 5)
1

+ — ae(z —y)?F(dz, s+ h|y,s) =
2h le—y|<e

=C1+Cy+C3+ Chy.

Ahora tenemos que

w O] < %ﬁz—ybe F(dz,s+h|y,s), por lo que limy ;o C1 =0
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» limy, 0 Co = %;‘W)Al (y, s), por la continuidad de la parcial de F respecto de y.

2
» limy, 0 C3 = %%WAQ@, s), por la continuidad de la parcial segunda de F' respecto

de y dos veces.

2 2
% — %}W |, supremo que existe y es finito ya
z=0

» Sea Me = Sup|,_y|<.
que las parciales segundas son acotadas. Ademas, si € tiende a cero, entonces z tiende a
y, v con ello M, tiende a cero por la continuidad de las parciales segundas. Con todo ello
|Cy| < % f‘zimge(z —y)2F(dz,s + h | y,s)y por lo tanto existe el limite de C4 cuando h

tiende a cero.

cuando

Con todas estas consideraciones se verifica que existe el limite de
_OF(=,tly,s)
o

F($7t|y75)_F($7t|yvs+h)
h

h tiende a cero, limite que serd, obviamente, . Ademss

F(IIZ,t’y,S)—F(.%',t|y,$+h> _l@F(x,t!y,s—i—h)
h h Ay

/ (= — y)F(dzs + 1 | y,5)
|z—y|<e

1 PF(t g5+ h)
2h 0y?

/‘r<@—yFszs+h%$ <
z—y|<e

2 M,
<o Famsenlns ey [ ade-wPFsth]ns)
h Jjz—yl>e 2h

|z—y|<e

El resultado se concluye sin mas que hacer tender h,y después €, a cero. Por otra parte, la
condicion inicial es inmediata ya que en el limite cuando s tiende a t tenemos una variable

degenerada en y. O

Notar que en el caso de existir las densidades de transicion, se verifica la ecuacién atrasada

para ellas y con condicion inicial
h’mf(x,t ‘ Y, S) = 5(.%' - y)7
st

ya que la funcién delta de Dirac |I| es la derivada de la funcién de distribucién F'(z,t | y,t).

'La funcién delta de Dirac (6(t)) viene definida por las siguientes propiedades:

. 5(t):{ 0 si t#0

oo si t=0
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Hemos establecido la ecuacién diferencial atrasada para la funcién de distribucion de transicién
y para las densidades de transicién en el caso de que existan, pero dicha ecuacién puede gene-

ralizarse a una clase mas amplia de funciones. Asi pues, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.5.2. Sea {X(t) : to <t < T} un proceso de difusion. Sea ¥ una funcion acotada y
continua tal que u(y,s) = [(x)F(dx,t | y,s) tenga primera y segunda derivadas continuas y
acotadas respecto a y. Entonces la funcion u tiene derivada respecto de s para s <t ey € R que

satisface la ecuacion

)8u(y7 5) + AQ(yv 3) 82u(y, 3)

A
+ A (yv S ay ) 8y2

0
duly, s) =0, to<s<t<T
0s

con la condicion de frontera limgyy u(y, s) = ¥ (y).

Demostracion. Sean s < 7 < t. Usando la ecuacién de Chapman-Kolmogorov se tendra

u(y, s) = /w(x)F(da?,t |y, s) = /1/1(3:) /F(dac,t | z, T)F(dz,7 | y,8) = /u(z,T)F(dz,T |y, )

y tomando 7 = s+ h entonces u(y, s) = [u(z,s+ h)F(dz,s+h | y,s). Ahora desarrollamos por

Taylor la funcién u como funcién sélo de z en un entorno de y, o sea

ou(y,s + h) 182u(y, s+ h)

u(z,s+h) =u(y,s +h) + 9y (z—y) 5 5.2

8u(y7 s+ h) 1 aQU(ya s+ h) 2
— Ry 2y, ST Loruy, sy,
u(y, s+ h) + oy (z=y)+5 oy (z—y)"+
1 [0%u(z,s+h 0%u(y, s+ h
4+ % — % (z — y)Z
2 0z s dy
donde |0 — y| < |z — y| < e. Llamemos ahora o, = W’ e %ﬁm que, obviamente,
dependerd del entorno |z — y| < e. Con ello
h 1 [0? h
u(z, s+ h) :u(y,s+h)+%jf)(z—y) t3 <%+a€> (z —y)?

. [T5(t)dt =1
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Asi pues

u(y,s):/u(z,s+h)F(dz,s+h|y,s):/[u(z,s—l—h)—u(y,s+h)—i—u(y,s—f—h)]F(dz,s—l—h|y,5):

= u(y,s+ h) —|—/[u(z,s—|—h) —u(y,s+ h)|F(dz,s+h|y,s)

por lo que

— 1
M) =St L[ s B =l Dz o)+
|z—y|>e€

1

[ s ) = ulys + WIF( s+ 5) =
h |z—y|<e

+

1
:h/ [u(z,s + h) —u(y,s + h)|F(dz,s+ h | y,s)+
|z—y|>e

1 ou(y, s+ h) 1 (OQU(ZJ’ s+h) > 2}
T Gy ) gy o (TSN 0 ) (o - 2| Fldz,s + 0|y,
h lz—y|<e |: dy ( v) 2 dy? ( ) ( )
Ahora bien

= Sea N = Sup|._ys¢ [u(z,8+h) —u(y,s + h)| < oo (pues 1 estd acotada, lo cual hace que

u también lo esté). Entonces

1 N
[ s+ —ulys - WIF@ss b ) <3 [ Fldssthlys)
h lz—y[>e€ h |z—y|>e
por lo que
1
h’m/ [u(z,s+h) —u(y,s+ h)|F(dz,s+h|y,s) =0
hlo h |z—y|>€

= limy o %;Jrh)% f|z—y|§e(z —y)F(dz,s+h|y,s) = %Z’S)Al(y, s), por la continuidad de

la parcial de u respecto de .

= limy,g %% f|ziy|§6(z —y)?F(dz,s +h | y,s) = 82g#;é“s)flg(y, s), por la continuidad

de la parcial segunda de u respecto de y dos veces.

9%u(z,5+h)

_ 0%u(y,s+h
022 =0 oy?

» Sea Me = Sup|,_y|<c ) |, supremo que existe y es finito ya que las
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parciales segundas son acotadas. Ademds, si € tiende a cero, entonces z tiende a y y con

ello M, tiende a cero por la continuidad de las parciales segundas. Con todo ello

€
2N

M,
/ aclz — g2 F(dz s+ 1| y,s)| < e / (=~ y)?F(dzs+ 1 | y,5)
|z—y|<e 2h |z—y|<e

y por lo tanto existe el limite de cuando h tiende a cero.
Con todas estas consideraciones se verifica que existe el limite de w

. [ . d [
a cero, limite que sera, obviamente, —%. Ademés

cuando h tiende

U(y, S) B u(y, s+ h) o lau(y7 s+ h)
h h oy

/| D A )
z—y|<e

1 0u(y, s+ h)
2h Oy?

N M,
XN F(dz,s +h|y,8) + / oelz — y)2F(dz,s + 1 | ,5)
hoJamyl>e 2h J)zmyi<e

<

/| ICE AR
z—y|<e

La ecuacién en derivadas parciales buscada se obtiene haciendo tender primero h a cero (y
teniendo en cuenta la continuidad de las derivadas) y luego haciendo tender € a cero.

Por otro lado, como 9 es continua, Vn > 0 existe ¢ > 0 tal que si |z — y| < € entonces
|(x) —¥(y)| < n. Asi pues, sea n > 0y € > 0 dado por la continuidad de ¢. Ademés, como
estd acotada, entonces f|r_y|>e[¢)(:£) —(y)]F(dz,t | y,s) es un infinitésimo de orden ¢ — s. Con

ello
wly,s) = / b(e)F(da,t |y, s) = / () + (@) — ()] F(da,t |y, s) =
—d(y) + / () — ()| F(dz, |y, 5) = ¥(y) + / W) — ()| F (.t | . s)+
lz—y|<e
4 / W) — ()| F (e, t |, 5) =
lz—y[>e

—)(y) + /| ) D@)IFt [59) +olt — 9
z—y|<e

y ast [u(y,s) = )| < [._y <. [¥(x) = ¥(y)|F(dx,t | y,s) + ot — s) < n+o(t - s). Haciendo

tender s a t tendremos que limg |u(y, s) — ¥(y)| < n, pero como esto es cierto para todo n > 0
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se concluye este teorema. O

A continuacién comprobaremos que los procesos de difusion verifican la ecuacion adelantada,

para lo cual exigiremos la existencia de las densidades de transicién.

Teorema 1.5.3. Sea {X(t):to <t < T} un proceso de difusion. Supongamos que existen la

(xét\y@) O[Ar(z ) f(witly.s)] , O*[Az(w.t)f(xt]y,s)]
t )

derivadas 2L o Y 5a7 y son continuas. Entonces f(z,t | y,s)

verifica la ecuacion adelantada de Kolmogorov o ecuacion de Fokker-Planck

Of (,t|y,s) A, t)f(x,t|y,8)] 18 [Ag(x,t)f(x,t|y,s)]
ot - oz +§ Ox? fo <s<t<T

con la condicion limy, f(x,t|y,s) =d(x —y).

Demostracion. Sea g una funcién de tipo Schwartz y consideremos M(t | y,s) = E[g(X (1)) |

X (s) = y|. Entonces, usando la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, se verifica
Mt+h|y,s)= /g(ac)f(a:,t—i—h | y,s)dx = /g(m) (/f(a:,t—i—h | z,t)f(z,t] y,s)dz) dx =
= [ (i) — o)+ 9@+ 1200 ) fGat | o)tz =
1)+ [ ( flote) = gl 200 ft sl

de donde

Mt +hly,s) = M(t|y,s) :/</9($)—9(Z)

o - flx, t+h| z,t)da;) f(z,t]y,s)dz

Ahora bien, como g es infinitamente derivable podemos desarrollarla en un entorno de z

9() = 9(z) + /(=) — 2) + 59" (2)(x — 2)° + g0l — 2
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donde a. = ¢"(0) — ¢"(z), siendo |§ — z| < |x — z| < e. Con ello tenemos

/Wf(m,t—i—h!z,t)dx—/ Mf(x,t—i—h]z,t)dsﬁ-

|x—z|>€ h
/
+g(z)/ (x —2)f(z,t+h| 2z, t)dx+
h |z—z|>€
7
g (Z)/ (z — 2)2f(x, t + h | z,t)dz+
2h |z—2z|>€
1
+ — ac(z — 2)2f(z,t + h | z,t)dx
2h |z—2z|>€

Teniendo en cuenta que g es una funcién de tipo Schwartz, en particular estard acotada. Por lo

tanto, siguiendo un razonamiento andlogo al de los teoremas anteriores se concluye

OM(t|y,s) 0 - of(,t|y,s)
A B

~ [lreaeo+ g @men] sy

Integrando por partes en el segundo miembro de la anterior expresién (teniendo en cuenta las

caracteristicas de g al ser de tipo Schwartz), se concluye

/g(;v) af(xat ’ y73> dr = / |:_8[A1(Z7t)f(zvt ’ Y, S)] + 182 [AQ(th)f<zvt ’ Y, 3)] g(z)dz

ot 0z 2 022
Por dltimo, teniendo en cuenta la arbitrariedad de la funcién g se concluye la demostracién sin
mas que tener en cuenta la continuidad de las derivadas contenidas en el segundo miembro de

la expresién. La condicién frontera es inmediata. ]

Tengamos en cuanta que en la obtencién de las ecuaciones diferenciales anteriores ha hecho
falta hacer algunas suposiciones sobre las probabilidades de transicién. Pero, si no las conoce-
mos, jcémo podemos realizar dichas suposiciones? La respuesta a esta pregunta viene dada en
términos de los momentos infinitesimales, ya que estos determinan al proceso de difusiéon. En

particular tenemos el siguiente resultado, el cual no demostraremos.

Teorema 1.5.4. Supongamos que los momentos infinitesimales A1 y As verifican, para todo

valor x del espacio de estados y Vt € [to, T), las siguientes condiciones:
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1. Existen unas constantes positivas og y k tales que

o |Ai(z,t)] < kV1+ 22
00 <oy < As(x,t) < kV1+ 22

2. (Condicion de Hélder). Existen constantes positivas v y k tales que

hd |A1(l‘,t) - Al(ya t)| < k|‘T - y|fy

VA(,0) = VAs(y,0)| < Kl — "

Entonces se verifica:

» La ecuacion atrasada tiene una unica solucion sujeta a la condicion frontera establecida
en el teorema |1.5.1 Ademds, para t > s, F(x,t | y,s) es derivable respecto de x, por lo
que admite densidad, que también verificard la ecuacion atrasada con condicion frontera

del tipo delta de Dirac.

» Eziste un proceso de Markov {X (t) : t € [to,T]|} con trayectorias continuas, que verifica las
condiciones de proceso de difusion y que tiene por funcion de distribucion de transicion

Fx,t]y,s).

2
= Si, ademds, las condiciones del enunciado son cumplidas por aAla(xx’t), aAggf’t)ya ‘gigx’t), en-

OF (x,t .o . . . .
) = % es la unica solucion fundamental de la ecuacion

tonces la funcion f(z,t|y,s

adelantada.

» Siy =1, entonces f(x,t | y,s) es la densidad de transicion de la tnica solucion de la

ecuacion integral estocastica

X(t) = X (to) + tAl(X(s), s)ds + /tt VA2(X(s),8)dW (s).

to
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1.5.1. Condiciones de frontera en el caso homogéneo

Sea {X(t) : t € [to,T]} un proceso de difusién homogéneo el cual verifica las ecuaciones
diferenciales adelantada y atrasada .

La resolucion de estas ecuaciones depende de las condiciones analiticas de los momentos
infinitesimales. Si no presentan ningtn problema, las ecuaciones estan definidas en R y la fun-
cién de densidad de transicién puede obtenerse resolviendo cualquiera de las ecuaciones con la
condicién inicial del tipo delta de Dirac. Sin embargo, si los momentos infinitesimales presentan
algin problema analitico, no seria suficiente la condicién delta de Dirac.

Este problema fue tratado y resuelto por Feller, pero necesito el uso del siguiente aparato
matematico:

Sea I = (r1,r9) el intervalo de difusién donde —oo < 71 < ry < oo. Supongamos que

Aj(z), As(z) y As(z) = a“gx(x) son continuas en IVz € I y que AS(x) > OVz € I. Entonces:

= El proceso nunca alcanza, para t finito, el valor r;,7 = 1,2. En tal caso se dice que r; es

una barrera inaccesible.

= El proceso alcanza, para t finito, el valor r;,7 = 1,2. En tal caso se dice que r; es una

barrera accesible.

Para estos casos podemos detallar méas su clasificacién, tal y como sigue.

= Barreras inaccesibles

e Barreras naturales: En este caso no hay flujo de probabilidad desde el interior del
intervalo de difusién a las barreras y si, inicialmente, se asignara alguna masa de
probabilidad en la barrera, esa masa permanece en la misma sin propagarse por el

intervalo de difusion.

e Barreras de entrada: No es alcanzable desde el interior del intervalo de difusién pero,

partiendo de ella, el proceso puede tomar valores en el intervalo.

» Barreras accesibles
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e Barreras regulares: este caso no ocurre nada de particular en el proceso en las pro-
ximidades de las barreras. Por lo tanto hay que imponer condiciones en cada una de

ellas.

e Barreras de salida: Existe flujo de probabilidad desde el interior del intervalo de
difusién hacia la barrera, pero no al revés. En este sentido la barrera de este tipo
actua de forma absorbente puesto que las trayectorias del proceso toman un valor
inicial zg, donde r; < xg < re, y concluyen tan pronto como alcanzan una barrera de

este tipo.

Sea x' € I, sean I; los intervalos de extremos z‘ y 7,7 = 1,2 y sea L(I;) el espacio de

funciones no negativas Lebesgue integrables en ;. Si definimos

f(e) = exp (= [ 258d2) g(2) = 5035
h(z) = f(x) f;, g(2)dz k(x) = g(x) f;, f(2)dz,

la clasificacién anterior se resume en:

ri es regular su f € L(I;) y g € L(L;).

ri es de salida si g ¢ L(I;) y h € L(I;).

» r; es de entradasi f ¢ L(I;) y k € L(I;).

r; es natural en otro caso.
Pongamos un ejemplo sobre dicha clasificaciéon para su mejor comprension.

Ejemplo 1.5.1. Sea {W(t) : t > 0} el proceso de Wiener con A1(x) = p y Ax(x) = o? definido
en I = (ry,r9). Estudiemos la naturaleza de las barreras del espacio de estados.

Consideremos en primer lugar un ' € R. Asi, se tiene que

f(z) =exp <— /: 221421((;)) dz) = exp (— /: igd::) = exp (—?;(x - 1:’))
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9 9 2 exp (i—’;(xfx’))

g(w) = Ag(z)f(z) 2 exp (—i—’;(a; _ x’)) o2

h(z) = f(x) /; g(z)dz = exp <—i’l;(x - w’)) /; 2P (%(w B $/)> dz =

’ O'2

’ g ’ g
2 exp <§—’§(xfx’)) o2 21 ,
= p o exp —F(m—x) —-1) =

Por lo tanto,

! —a° 20,y ' . 21 '
f(z)dx = o (exp <—02(x -z )> — x%l exp (—02(95 -z )))

T1
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/ k(z)dr = / — (1 — exp </;(x - x’))) dx =
r1 r M g
:BII 71 1 1,// 2
= / —dx + / exp ('Z(az — a:')) dx =
S ) o
—1 2 2 2
= . <x” - rﬁnm :L‘) + 20? (exp <U'Z(ac” - x’)) - xml exp ((jgb(x - x’)))

Asi, se tiene que
» Siry > —o0, entonces f € L(r1,2'),g € L(r1,2'), por lo tanto, r1 es regular.

» Siry = —o0, entonces f ¢ L(r1,2'),9 € L(r1,2"),h & L(r1,2"),k & L(r1,2"), por lo tanto,

r1 es natural.

De igual forma, para " € R se tiene

T2 2 _9 o
[ s =52 (Lt oo (2 ) - (i)
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72 1 ) 2//[/ QIU/
/.18” g(m)dx - ; <:ch—rn>r2 exp <0_2($ - x,)) — €Xp (0_2(37” — $,)>>

Asi, se tiene que

» Siry < 400, entonces f € L(x',r2),g9 € L(2',72), por lo tanto, ro es regular.

» Sirg =00, entonces f € L(a',12),9 ¢ L(2/,r2),h & L(2',72),k & L(x',72), por lo tanto,

r9 es natural.

1.5.2. Resolucion de las ecuaciones de Kolmogorov

A continuacién, una vez demostrado que los procesos de difusién cumplen las ecuaciones de
Kolmogorov, veamos cémo resolverlas. Para ello, veremos distintos métodos, comenzando por la

aplicacién de la transformada de Laplace.

1.5.2.1. Aplicacién de la transformada de Laplace

En este subapartado nos centraremos en la resolucion de la ecuacion adelantada en el caso

homogéneo, la cual es la siguiente:

T T 2
O 10:10) 04, 0 0, 10)] 4 s () . i o).

Operando se tiene

= —Ay(z)f(z,t, 20, t0) — A1($)W+

19, Of(x,t, xo,t
b2 1) 1,0, 10) + o) LT o)y

= Aj(z) f(z,t,20,t0) — Al(x)W+

1 Of (x,t, 0,
+ 51 A5(@) f (@, t,a0,t0) + Ag(X)f(”“”gfo’ o),
of (z,t, w0, t0) O f(x,t, w0, to)]

Ox Ox?

8f(x, t‘x()? tO)
ot

+ Ay () + Az (z)
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41
Agrupando se tiene
0 t t Al 0 t t
feutlaoto) A5 g 0)] s thronto) + [Ah(a) — 4y (@) L0 L0 00)
ot 2 Ox (1.6)
+ AQ(IE) 82f($,t, .CU[),t()) ‘

2 O0z2

Sea

+00
[ (z, s|wo, t0) = L(f(z,t|x0,t0)) = / e f(z,t|z0,t0)dt, s € R

to

la transformada de Laplace de f(z,t|zo,to).

Ahora, apliquemos dicha transformada en (1.6)) a ambos miembros, pero previamente debe-

mos tener en cuenta los siguientes aspectos:

= Sea F' una funcién n veces derivable. Entonces, se tiene que
LF™)(s) = s"L(F)(s) — F(0)s" ' — F'(0)s" 2 — ... — F("=1(().

Asi, se cumple que

(el segundo miembro no seria con limite??) (1.7)

= Por otro lado se tiene que

£ af(xat‘x()at()) _ 8f*(x75‘x07t0)
Ox Ox '

£ 82f(x,t|x0,t0) o 82f*($,5|l'0,t0)
Ox? N 0x? )

» Definamos limy 4, f(x, t|xo,to) como limy 4, f(x,t|xo, to) = d(x — x0), donde §(t) es la de-

nominada funcién delta de Dirac.

Ahora, teniendo en cuenta los puntos anteriores y aplicando la transformada a ambos miembros
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de ([1.6)) se tiene que

* 1 82 * T, s|x ,t
sf (l',8‘$0,t0)—5(1‘—x0) = 5142(3}) f <8x2’ 0 0)

+ |5480) = 24(0)| £ sl )

of* t
f (.’L',S‘:UO, 0)+

+ [ Ayw) - Ar(a) T

Operando y agrupando se tiene que

1 02 f*(z, s|zo, to) Of*(z, s|zo, to)
)5 T

+ [;A’Q’(x) ~ Al — 5] £z, 5|20, o) = 8(2 — o)

+ [A5(x) — Ax ()]
(1.8)

La ecuacién (3.1) es una ecuacién diferencial ordinaria no homogénea de segundo orden,
que, para resolverla, debemos imponerle condiciones de frontera. La solucién proporcionara
la transformada de Laplace de la funciéon de densidad. Finalmente, aplicando el teorema de

inversion, obtendremos la densidad f(x, t|xo, to).

1.5.2.2. Aplicacién de la transformada de Fourier

Centrémonos en la resoluciéon de la ecuacién adelantada en el caso homogéneo mediante la
aplicacién de la transformada de Fourier de la densidad de transicién.
+o0 5
IAT
F(Gtloosto)) = [ et to)de = GO\t to)
—0oQ
Como se puede observar, esto lleva a la funcién caracteristica. Sin embargo, en este caso
no podemos obtener una expresién genérica de una ecuacion diferencial, ya que ahora en la

transformacion se integra respecto de x.

1.5.2.3. Resoluciéon mediante separacion de variables

Nuestro objetivo es la resolucién de la ecuacién adelantada en el caso homogéneo. En primer

lugar denotemos f(z,t|zg,to) = A(x)T(t), donde zq y to son valores fijos. Asi, se tiene que

6f(x, t’xo, to)

5 = A(z)T'(t)
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8f(£l7, t|ZEO, to)

= = A(2)T(t)
W = A"(2)T(t)

Sustituyendo en , se tiene que
A1) = 3 Aale) A"@T(0) + A5 (0) ~ M @A @I + |5 450) - 41(0)| AT

de donde obtenemos que

TT" (%) _ Aé) %Az(m)A”(x) + [Ah(x) — Ar(2)]A(2) + [;Ag@) - Aaw} A(w)}

Podemos observar que el miembro izquierdo depende sélo de t, mientras que el de la de-
recha depende solamente de x. Como las variables z y t son independientes, ambos miembros
seran iguales a una constante, que llamaremos A. Ello conduce a las dos ecuaciones diferenciales

siguientes:

T'(t) = A\T(t) =0

%Ag(:c)A"(x) 4 [Ah(@) — Ay(0)] M(z) + [;Ag(z) _ A’l(x)} A@) = M(@) = 0

Asi, el problema se reduce a resolver las dos anteriores ecuaciones diferenciales. La primera de
ellas es una ecuacién diferencial lineal de primer orden con coeficientes constantes, cuya solucion
es

T(t) = T (tg) X'

mientras que la segunda es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
variables que, junto a la condiciones inicial y frontera, determinan un problema de contorno que
tendra solucién para algunos valores de .

La solucién general es

+oo
f (ijt | x(),t()) = ZA ($7AnuBna )\n) e)mt

n=0
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donde A, y B, se determinan a partir de las condiciones inicial y frontera.

1.5.2.4. Transformaciones al proceso Wiener

En esta seccion se la procederd a la resolucién de la ecuacién atrasada o de Kolmogorov
mediante la busqueda de una funcién que transforme dicha ecuacion en la del proceso Wiener
estandar, cuya solucién es conocida.

Sea {X (t) : t > to} un proceso de difusién con media A;(x,t) y varianza infinitesimal As(x, )
definido sobre un intervalo I. Sea {X (¢') : t' > ¢{} el proceso de Wiener estdndar, el cual tiene
media cero y varianza 1. Sea f la densidad de transicién del proceso X (t) y f’ la del proceso
Wiener.

Buscamos transformaciones que cambien la ecuacién atrasada del proceso de difusién

X(t) en la del proceso de Wiener, la cual es

of (@', t'|xg, ty) | 1O*f' (', t|2g, 1) _

=0
ot 2 (xy)?
cuya solucién es
1 (.13/ . .’L'/ )2
"2 |2, th) = —— ex (—0 .
J(@, tlao to) ot ) T\ 200 — 1)

Las transformaciones buscadas son del tipo

o' = W(x,t) x5 = V(zo,t0)

(1.9)
V=) ) =d(ty)

El problema surge en cuiando se podra transformar un proceso de difusiéon cualquiera en el de
Wiener. Fueron Cherkasov (1957) y Ricciardi (1976) estudiaron con detalle este problema, dando
condiciones necesarias y suficientes para que exista tal tipo de transformacién. Asi, se llega al

siguiente teorema.

Teorema 1.5.5. Una condicion necesaria y suficiente para que un proceso de difusion con
funcién de densidad de transicion f(x,t|xo,to) y momentos infinitesimales Ay (z,t) y Aa(z,t)

pueda transformarse al proceso Wiener estindar es que existan funciones arbitrarias Cy(t) y

Inmaculada Cabero Moran



Procesos de difusion. El caso del proceso lognormal 45

Cs(t) que verifiquen

Ay (w,t) (1.10)

1 8A2(x, t) AQ(,fL"t) x 02(t)A2(y,t) + %&y,t)
oo : Lw.0P

En este caso, la transformacion que se realiza es

1 [ T
o' = U(x,t) = ki exp (— C’g(s)d.s,') / —dy—
2 to z V AQ(y7t)
VR
2 )i,

t s
t'=®(t) = /ﬁ/ exp <— C2(H)d9> ds + k3

t1 to

1 s
01(8) exp <—2 02(9)d9> ds + kQ

to

siendo z un valor del intervalo de definicion del proceso, t1 € [0,+00) y k1,ke y ks constantes
arbitrarias, con k1 mayor que cero.

Ejemplo 1.5.2. Sea {X(t) : t > to} un proceso de difusion con media infinitesimal A;(x,t) =
h(t)x, siendo h una funcion continua, y con varianza infinitesimal As(x) = o?z%, conz >0 y

02 > 0. Veamos si este proceso verifica la condicion para ser transformado al proceso Wiener

estandar.

Tenemos que, por ,

dy =

20%r oz i T Cy(t)o?y?
- o33

oz oCi(t)x n Ca(t)x /x ldy _

Por lo tanto, se tiene que
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, ‘ L . 2h(t
Asi, para que se verifique la condicion anterior, basta con tomar C1(t) = ( L y Co(t) =
Ast, las transformaciones que llevan al proceso de Wiener son

¥ =U(z,t) = ‘ﬁ/ —dy —‘Ft( s) a>d8—|—kz2:

g

= Vi (10 () = 2 [ s + (e - 1)+ ks

to

t
t,:q)(t):k‘l/ ds + ks = ki(t —t1) + ks

t1

Asi, como M)a(i’t) = —V(T’;l, la densidad de transicion del proceso es

f(“‘ys):ﬁf'(w' t'y,s) = b o [ @ =9 _
) ’ ox ’ ’ w\/m 2(t — s
B (k72 (2 (1 (2) =0 (2) = [ 00N) + 50— )

1

T2tk | r(t — 5)
- e (g (2 () - [ S-n) ).

es decir, para t > s

t o2
X)) | X(s)=y~M\ <ln(y) —I—/ h(X)dX — ?(t —5),02%(t — s)> .

A partir de la expresion anterior se puede calcular la funcion de distribucion de transicion

1
Flx,t|y,s) ==
(5.t 1 95) = ——

14 Exf (ln x/y) — f h()\)d)\—i-"2 (t—s))]

donde Erf(x) ffx et dt.

El proceso de difusién del ejemplo anterior X (¢) se corresponde con el proceso logaritmico

normal con factores exdgenos.
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1.5.2.5. Meétodo de la factorizacion de densidades

El objetivo es buscar y estudiar las condiciones que se tienen que dar para que un proceso
de difusiéon X (t) definido en I = (r1,72) con funcién de densidad de transicién f(z,t|zg,to) se
obtenga a partir de la funcién de densidad de transicién ¢(z,t|xg,ty) de un proceso de difu-
sién {Y'(t) : t > to} con media infinitesimal a(z,t), varianza infinitesimal «(z,t) y funcién de

distribucién de transicion ® de la forma

f(z,tlwo, to) = k(x,t)h(z0,t0)d(, t[z0,t0) (1.11)

con k y h funciones apropiadas.

Teorema 1.5.6. La fucnion f(x,t|xo,to) dada de la forma satisface la ecuacion de Kol-
mogorov , la ecuacién de Fokker-Planck y la condicion inicial limy 4, f(x,t|zo,t0) =

d(x —xq) si
Wz, t) = (k(z, 1) (1.12)
Aq(z,t) = a1 (z,t) + k(:z::l ) 8kg; ) as(x,t) (1.13)
Ag(x,t) = ag(x,t) (1.14)
’ Ok(x,t) Ok(x,t) 1 0?k(x,t)

donde k(x,t) es una funcidn continua que no cambia de signo en I X [tg, +00).
Ejemplo 1.5.3. Sea {Y(t) : t > to > 0} el proceso lognormal homogéneo con media infini-

tesimal oy (x,t) = mx,m € R y varianza infinitesimal az(x,t) = o?x?, definido en I = RT.

Consideremos {X (t) : t > tg > 0} el proceso de difusion definido en I = R* y con momentos

infinitesimales Ay (x,t) = x <logt($) + %2) y Ag(w,t) = o222, Comprobar si la funcién de densi-

dad de transicion del proceso {X (t)} puede obtenerse a partir de la de {Y (t)} por el método de

la factorizacion de las densidades. En caso afirmativo, obtener tal densidad de transicion.
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Por se tiene que

k(x,t) = exp (/ Az ) - al(m’”m) .

ag(x,t)

Ast, se tiene entonces que

log(x) o2
(5~ + %) —mx 2
k(z,t) = exp / ( ! 2) dz :exp<12 (/log(m)+a_md$>>:
o

0222 tx 2z x
— V(1) exp (;2 <1°g;(m) ~ (m— 02/2) log(a:))> .

Ademds, se tiene que

D) viyep (o (P58 - 0?/2108)) ) +

ot 2t
og?(z —log?(x
+ V() exp (;2 (1 g2t< ) (m—o?/2) log(w))) (;;Q)
T og?(z og(x) — (m — o2
akéx’ 2 =V (t)exp <1 g2t( ) _ (m —0?/2) log(m)) Log(z) (7(th /2
2k(z og?(x og(x) — (m — o2
Ok(z,t) I;EL'Q’ 2 =V (t)exp <1 g2t< ) _ (m —0?/2) 10g(1:)> log(z) (7(th /2
og’(x — log(x m — o>
+ V(t) exp (1 g2t( ) _ (m —o?/2) log(x)) 1 — log( )—;2( /2)t

Por lo tanto, sustituyendo en y operando se llega a que

Vi) 1 1 o2\ ?
- = _ 2 =0
VD) 2 207 (m > ’

de donde, resolviendo la ecuacion diferencial anterior, se tiene que

vio = Jrom (o5 (m-5) 1)

Inmaculada Cabero Moran



Procesos de difusion. El caso del proceso lognormal 49

Ast pues, la funcion

o=y (3 - 5) oo (22 (o5 o)

verifica las condiciones del teorema que asequra que su densidad de transicion puede obtenerse

mediante la factorizacion de densidades.
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Capitulo 2

El proceso de difusion lognormal

Podemos obtener el proceso de difusién lognormal de tres maneras distintas: por medio de
esquemas discretos, a partir de modelos discretos de crecimiento o mediante modelos continuos
de crecimiento.

Nuestro objetivo es llegar a la ecuacion de Fokker-Planck, por lo que utilizaremos el primero

de los métodos, el cual es un proceso de salto.

2.1. Obtencion del proceso mediante esquemas discretos

Sea el caso de un proceso de difusiéon no homogéneo. El modelo discreto de partida conside-

rado es
X(n+1)7. = Xpr + Z(n+1).,. n=20,1,2,...

Xo = xg

donde Z,,; son variables aleatorias independientes verificando

P [Z(n+1)7' =94 ’ Xm- = k‘(S] = 0(k5, m’)
P [Z(n+1)r =-9 | Xm— = k‘ﬂ = ¢(k5, nT) y

P Zps1yr = 0| Xpr = k6] =1 — 0(ké,nT) — ¢(kd, n7).

Como hemos podido ver, Z,, va pegando saltos de amplitud nr. En el primero de los casos
anteriores se da un salto hacia adelante (salto de amplitud 9), en el segundo, un salto hacia atrés
(nuevamente salto de amplitud ¢) y en el tercero, se queda quieto.

Para obtener el proceso de difusién lognormal no homogéneo, las funciones anteriores 6 y ¢
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vienen definidas de la siguiente forma:

1o%x?r  1h(t)zr
102221 1h(t)zt
e

Asi, el esquema de partida, que no sera un recorrido aleatorio simple ya que que las variables

aleatorias Z,, no estan idénticamente distribuidas, se convierte en el siguiente:

X(n+1)7— = Xnr +Znr; n=0,1,2,...

Xo =m0
donde - —
o nr
P[Z(nJrl)‘r:é’XnT:ké]:[ 2 + 2 ]T
o?k®  h(nt)k
P[Z(n+l)T:_6|XnT:k35]:|:2— (2):|7—

P Zpi1yr = 0| Xpr = k6| =1—0(ké,n7) — ¢(ké,n7) = 1 — 0k’
Adicionalemente, se han de cumplir las hipdtesis siguientes:
= |h(t)| < jo? Vi € N para que las funciones 0(x,t) y ¢(z,t) estén bien definidas.

= 0252 < % para asegurar que la suma de probabilidades sea menor que uno, es decir, que

O(z,t)+ o(x,t) < 1.

Para obtener, a partir de este esquema discreto, las ecuaciones de difusion del proceso de difusion

lognormal, se toma la siguiente notacion,

P = P (X (upmyr = K6 | Xinr = 0]

la cual nos dice que estando en el estado j0 pasa al estado k¢ viniendo del instante m7 al instante

(n +m)T, de forma que se tienen los saltos hacia adelante y hacia atrés, es decir, tenemos la
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siguiente igualdad:
pimm) = plmn=l) Ba?(k — 1)+ %h((n +m = 1)) (k - 1)} T
(m,n—1) 1 2 2 1
+ P 30 (k+1) —§h((n+m—1)7)(k+1) T

+ pmn=1) (1 - 02k27') .

Entonces, jqué ha podido ocurrir? Que en el estado n — 1 estuviera detras transcurridos n — 1
instantes de tiempo, puede que esté detrds en el (k—1)d o delante en el (k4 1)d o en el mismo,
es decir, o muevo hacia adelante, o muevo hacia atrds o me estoy quieto.

Sea ahora f(x,t]|y,s)d la probabilidad instantdnea por unidad de tiempo de que el proceso
tome un valor en el intervalo (m + %) en el instante de tiempo t si parte del estado y en el

instante de tiempo s. Teniendo entonces en cuenta la igualdad anterior, se tiene que

f(kd, (n+m)T | jo,mT)d =

= f((k=1)0,(n+m —1)7 | j6,m7)d [;Uz(k —1)% 4 %h((n +m—1)71)(k — 1)] T

+ (k4 16, (n +m—1)7 | j6,m7)s Ba?(k +1)2— %h((n Fm— D7)k + 1)] ;

+ f(k6,(n+m —1)7 | j6,m7)d (1 — 02k27') .

Tomando © = kd,t = (m +n)7,y = jd,s = m7 y sustituyendo en la expresién anterior, se tiene

que
flz,t|y,s)=f(x—0,t—7|y,s) [2;202@ — 5)2 + 2—1611(75—7')@ - 5)} T

St ot—rys) [2;02(9; O — st =7 + 5)} r

+ flz,t— 7| y,8)8 (1 — o?2?7).

Desarrollando por Taylor en = e y y en cada uno de los sumandos del lado derecho de la igualdad

'Notar que la amplitud debe ser §, por eso tomamos ese intervalo.
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anterior tenemos que

flx—=6,t—71|y,s) |:2(1;20'2(£C 75)2 + %h(th)(x T):| T

o i j . . n—k—m | o2z> h(t)x
_ Z (=1)"8ird ZEJ: i j ak+mf(x’t’y78)a [252 + =53 }T
- 141 k A+m i—k+j—m
B Y] ==\ k m Ox~ot Ox'=rot)

fle+6,t—71y,s) [02(x+ 6)? — %h(t —7)(z —1—5)] T

LiCe ) R oy : nk-m [o%2 _ h(t)e
Sy GO s () (1 S £ 1| g ) O [ — 2]
i+j=n Z']' k=0 m=0 k m 8xk8tm 8xl—kat]—m

N CRARTE
flat=r |y =y ST ]0)

Sumando apropiadamente, dividiendo entre 7 y haciendo tender 7y ¢ a cero (1 — 0y é — 0),

se llega a la siguiente expresién:

B 9 o
PO Oy at )] + L2 0%t |, 9)]

Esta es la ecuacién adelantada o de Fokker-Planck de un proceso de difusién con momentos
infinitesimales Aj(z,t) = h(t)z y As(x,t) = 0222, esto es, la ecuacién adelantada asociada al
proceso de difusién lognormal no homogéneo.

Siguiendo un desarrollo analogo, se llega a la ecuacion atrasada o de Kolmogorov de un
proceso de difusién con momentos infinitesimales A (z,t) = h(t)zr y As(z,t) = 0?22, esto es, la

ecuacion atrasada asociada al proceso de difusion lognormal no homogéneo, la cual es

of (@,t|y,s)  Of(x,t]|y,s) 1 f(x,t|y,8) 50
s + 3y h(s)y + 5 17 o“y” = 0.
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2.2. Caracteristicas

2.2.1. Funcién de densidad de transicién

Como ya hemos visto anteriormente en el ejemplo ([1.5.2)), la funcién de densidad del proceso

€S

t 2 2
) [ln(a:/y) — [P RN dA + Tt — s)]

f,tly,8) = /2702 (t — 3) i 202%(t — s) ’

2.2.2. Distribuciones finito-dimensionales

Puesto que el proceso que estamos considerando es markoviano, el calculo de las distribu-
ciones finito-dimensionales depende tnicamente de la distribucién inicial y de las transiciones.
Conocidas estas iltimas, para obtener las distribuciones finito-dimensionales habré que imponer

cudl es la distribucién inicial, que supondremos el caso degenerado, es decir, P [X (tg) = zo] = 1.

2.2.2.1. Distribuciones unidimensionales

En este caso, todas las distribuciones finito-dimensionales son lognormales. En particular, se

tiene que Vn e Ny 1 <9 < ... < tp,

(X (tl) poen X (tn))T ~ An(ﬂaz)

donde p = (p1, ... ,,un)T y X = (045),4,j = 1,...,n son respectivamente
t; o2
:ule{XO}+/ h(u)dU*?(tl—to)v izl,"'?”
to
Yy

UijZVar[Xo]+a§(ti—t0), i,j=1,...,n
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En particular, la distribucién de transicién del proceso es lognormal univariante, es decir,

t 2

[X(t) | X(to) = zo] ~ Ay <lnmo +/ h(uw)du — %(t —to), (t — t0)02> o<t
to

La distribucién coincide con la de X (t) debido a la eleccién que se ha hecho de la distribucién

inicial. Por tanto,

f(.’ll‘,t) :f(.’IJ,t ’ $07t0) =

2

. [In(2) = I (z0) — [, BONAA + 5 (¢ = to)]

ex
xy/2ma? (t — to) P 202 (t — to)

2.2.2.2. Distribuciones bidimensionales

Las distribuciones bidimensionales son inicamente la marginal por la condicional. En general,
para t y s cualesquiera, la funcién de densidad bidimensional f(z,t;y, s) sera la densidad de una

distribucién lognormal bidimensional As(u, ¥) donde

Y In (20) + [ h(A)dA — %
In (20) + [ B(\)dA — G (s — to)

t— 1o tAs—tg
Y=

tANs—1g s —1p

siendo ¢t A s = min(t, s).
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Consideremos en primer lugar el caso s < t. Asi, se tiene que

[l ty,8) = fly,8)f(z,t]y,s)

) 1 (1n(y) —1n (a0) — f h(NAA+ % (s — 10))’
N 2% (s ~to)

1 (1n<x) —In(y) — [ h(N)dA+ 5 (1 — S))2
X ——————exp | —

202%(t — s)

R exp <—; (In(x) — 1) 7" (In(x) — M1)> )

xy2m |21\%
donde
In(z) In (z0) + J R(\)dA — % (t — to)
ln(x) = y M1 = s 5
In(y) In (zo) + fto h(A)dX\ — % (s — to)
t—1ty s—1
y Yi=0° " ",

S—t() S—t()

esto es, la distribucién conjunta de X (¢) y X(s) es lognormal bidimensional Ay (11, 31).

De forma andloga, en el caso t < s se tiene que la distribuciéon conjunta es lognormal
bidimensional Ay (p2, X2) con
t—ty t—to

y Yo=o0
(S_tO) t—ty s—to

In () + [ h(A)dA — % (t — to)
o = -
T

In (20) + [y h(A)dA —

Notar que las funciones finito dimensionales para un proceso de Markov se calculan cono-
ciendo la bidimensional y la inicial. Ahora, teniendo la densidad de transicién, la cual es una
condicionada, la multiplicamos por la marginal en xs. Fijo la distribucién inicial (degenerada o
lognormal) y supongo distribucién lognormal, que es caso més general. Fijando en X(¢y) una
lognormal, considerando la de X (t), x¢ en tg y poniendo ahi la densidad lognormal en tj, ha-

ciendo cuentas, nos sale la distribucién bidimensional de X (t) y de X (tp). Esta seria otra forma
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de obtener las distribuciones finito-dimensionales.
Ahora, para poder obtener la funcién media y covarianza, debemos obtener primero los

momentos.

2.2.3. Momentos

Una vez conocidos los momentos de una distribucién lognormal, los cuales se estudiaron
en la asignatura de cdlculo y modelizaciéon estocastica del méster, como las distribuciones que

02
tengo son lognormales, se tiene que la media de una lognormal A(u, o?) es e#™ 2 . Por tanto, los

K2o? .
momentos de orden k son e**t 2 es decir,

k202

E [X(t)k} = ekt

E [X(t)k} =k exp <k /t: h(N\)dA + W(k - 1))

Para obtener una expresion de los momentos cruzados, supongamos s < t en los momentos

bidimensionales, que son

k2%

o [repx ] e
Entonces,

E [X(t)hX(s)kﬂ -y E [X(t)le(s)"” |X(s)” -y [X(s)k2E [X(t)kl |X(s)”

—E -X(s)le(s)kQ exp (kl /: h(A)dA + kio*(t = s) (k1 — 1))]

= F :X(s)’ﬂ“ﬂ exp (/ﬁ /st h(\)dA + W (ky — 1)) .

Anilogamente, cuando ¢ < s se llega a la expresién

(s —1)

E X(t)’ﬂX(s)’fZ] -y [X(t)’fﬁ'fz} exp <k2 /t x4+ 22 T (k — 1)>
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En general, la expresion de los momentos cruzados de érdenes ki y ko es

E X(tvs)kIX(ms)’fz} —E [X(MS)’W@} X

tVs 2 _
X exp (/ﬁ/ hdx+ MOV ZENS) g 1))
t

AV 2

2.2.4. Funcién media y covarianza

Anteriormente hemos visto que la media de una lognormal A(u, 0?) es erto?/ 2 por lo tanto,

teniendo en cuenta que
t o2
[X(t) ’ X(to) = :Bo] ~ Ay <1I1 xo + / h(u)du — ?(t — to), (t — to)g2> slg <t
to

y junto con la distribucién inicial P [X (tg) = x¢] = 1, se tiene que

m(t) = E[X(t)] = E[X (to)] exp ( /tt h()\)d)\> = 29 exp < /: h()\)d)\> ,

es decir, es el momento de orden 1.
Por otra parte, considerando k = 2 y suponiendo la distribucién inicial P [X (tg) = z¢] = 1,

se puede expresar la funcién covarianza de la siguiente forma:

R(t,s) = Cov[X(t), X (s)] = 2 exp ( / t h(\)dA + / ) h(A)dA) (eﬂz(t“ —to) _ 1) .

to to

2.2.5. Funcién media condicionada

Dado que las distribuciones de X (t) y de X(¢) | X(s) = s son lognormales, se pueden
calcular algunas medidas usuales como la media condicionada. En particular, dados s y xs, se
tiene que

m(t | s) = E[X() | X(5) = 4] = 25 exp </ h(>\)d>\> s>t
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2.2.6. Funcién moda y de cuantiles

En el caso de distribucién degenerada, es decir, P[X (tg) = xo] = 1 y Vt > 1o, se tiene que

M,(t) = Moda[X (£)] = zo exp < t: h(A)dA) exp <—3‘2’2 (t— t0)>
2

Cy(t) = Cuantilade[X (¢)] = xp exp </tt h()\)d)\> exp <—02 (t —to) +
+21-a/o2(t— t0)>

donde z1_, es el valor de una normal estandar que deja a la derecha una probabilidad 1 — «

Notemos que, en todos los casos anteriores, ademas de la distribucién inicial degenerada,
podemos suponer una distribucién inicial lognormal, es decir, X (t9) ~ A (ug; J%). Asi, en este

caso, se tienen las siguientes caracteristicas:

s Distribucién unidimensional:
X(t) ~M(p,2), Vt=to

donde
2

t

ag

p=rot [ BN =T (o)
to 2

Y =0%(t—tg) + 0p

s Distribucién bidimensional:

donde

(t—to)o?+02  (tAs—tg)o?+op

(tAs—to)o?+0i (s—ty)o*+ o}
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= Funcién media y covarianza:

m(t) = E[X(t)] = E [X (to)] exp ( /t: h(/\)d)\> = el t95/2 exp < /t: h(A)dA)

R(t, s) = Cov[X(t), X ()] = €278 exp ( / "B+ / ) h(/\)d>\>

to to

(€a2(t/\s—to)+08 _ 1) )

= Funcién moda y de cuantiles:

t

M,(t) = €0~ exp < h(A)dA) exp (-3(2’2 (t— to)) :

Ca(t) = e =1-0V/78 oxp (/t: h(A)d/\) exp (—" (t—to) +

+21_q [\/02 (t —to) + 08 — agD )

to

En el siguiente capitulo utilizaremos una notacién distinta, por lo que estas caracteristicas

vistas anteriormente las podemos escribir de forma conjunta como sigue:

A
Gt y,7) = Mc(t |y, 7)™ exp (o (Agod +0%(t = 7)) | (2.1)
donde
A= ()\17 )\27 )\37 )‘4)T
y donde
Mc(t|y,7) = exp (y + He(T,1))
con

t 2
Hg(to,t):/t hg(u)du—%(t—to), ¢=(67,0%)".

En la siguiente tabla se muestran los resultados obtenidos para distintos valores de z,7 y A.
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Funcion Expresion z T A
Momento n-ésimo E[X(t)"] Lo to (n,n?/2,1, l)T
Momento condicional n-ésimo  E [X(t)" | X(s)=y] Iny s (n,n?/2,0, 1)T
Moda M,[X (1)) po  to  (1,-1,1,1)T
Moda condicionada Mo X(t) | X(s)=y] Iy s (1,-1,0,)T
Cuantil Co[X ()] po  to (1,2a,1,1/2)7
Cuantil condicionado ColX(1)|X (s) = xs] log(zs) s (1,2a,1,1/2)"

Tabla 2.1: Valores utilizados para obtener el n—ésimo momento y las funciones de moda y cuantil
de Gé‘(t | 2,7).

Notar que, en la tabla anterior, z, es el cuantil o de una distribuciéon normal estandar.
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Capitulo 3

Inferencia en procesos de difusién

3.1. Estimacion por maxima verosimilitud

Sea {X(t) : t > to} un proceso de difusién del que se conocen sus distribuciones unidimen-
sionales y transiciones, y para el cual es posible realizar observaciones del mismo en instantes de
tiempo prefijados. Sean ¢y, ...,t, los instantes de tiempo y sean z1, ..., x, los valores observados
de dicho proceso.

Sea f la funcién de densidad de la variable X (¢1) y sea f la funcién de densidad de transicién.
Sean a su vez 61 y 6 los pardmetros asociados a las funciones anteriores. Asi, la funcién de

distribucién de la muestra observada = = (z1, ..., 2,,)" es

n

L. (601,0) = fi(z1) H [, tiilei—1, tioq)

=2

a partir de la cual se obtendrdn los estimadores méximo verosimiles de 61 y 6. Asi, teniendo en

cuenta la muestra observada, se obtienen las estimaciones 6; = 6, (z) y 6 = 8(z) tales que

L, (61,0) = supL,(61,0)
01,0

Si consideramos d trayectorias observadas en instantes de tiempo ¢;;(i = 1,...,d,j = 1, ..., n;),
y consideramos que t;; = t1,7 = 1,...,d, se tiene que la funcién de verosimilitud considerando

una distribucién no degenerada en t; es

d

L.(61,60) = H fi(zin) H f@ij, tijlwij—1,tij—1)

i=1 =2
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En otro caso, se tendria
d ng

L.(0) = H H [, tigleij—1,tij—1)

i=1j=2
Para poder calcular el estimador maximo verosimil, es habitual tomar el logaritmo de la funciéon
de verosimilitud, es decir, se consideraria, para el caso de miltiples trayectorias con distribucion

inicial no degenerada,
d ng
log(Ly(61,0)) = | [log(f1(xin)) [ [ o (f (wijs tijlwij—1,tij-1))
i=1 j=2

Notar que en el caso de que 6; y 0 sean independientes, la estimacion de ambos también lo sera.

3.2. Inferencia en el proceso lognormal

Consideremos un muestreo discreto del proceso, basado en d trayectorias muestrales, en los
tiempos t;; con ¢ = 1,....,dy j = 1,...,n; y con t;; = tg para i = 1,...,d. Denotamos al vector
que contiene las variables aleatorias de la muestra como X = (XlT] e ]Xg)T, donde X7 incluye
las variables de la i—ésima muestra de ruteo, que es X; = (X (ti1),..., X (t@m))T yi=1,...,d.

La funcién de densidad de probabilidad de transicién puede obtenerse a partir de la distri-

bucién de (X(s), X(t))7,s < t, siendo

_ 1 [In(x/y) — He(s, )]
f(@,t]y,s) —mexp ( 202(t — s) ) (3.1)

donde X (t) | X (s) = y sigue una distribucién lognormal

X(t) | X(s)=y~A (Iny+ He(s,t),0%(t—s)),s<t

donde H¢ (to,t) = f;; he(u)du — "2—2 (t —tp) y donde ¢ = (QT,O'Q)T para cualquier § y para
cualquier hy(t) continua, acotada y diferenciable en I = [tg, + nf).

Ahora, usando (3.1)) y suponiendo que la distribucién de z(¢1) es lognormal Aq(u1,0%), la
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funcién de densidad de X es

1y2
e [In(@s,j41/wij)—me? ]
d exp (_ [In 241 —pa] ) n;—1 €XP (— 553 ATTTI

207
fx(x) = -
() H Ti1o1V 2T 31;[1 ij0 N AR
K3

=1
Y Y
donde mé’ﬁ_ )= HC (tijati,j-‘rl) y Ai—i_ = ti,j-l-l — tij-

Consideremos ahora el vector V = [V’ ‘VlT‘ e Vg]T

T
= {VOT ] Va)] , construida a partir
de X mediante el siguiente cambio de variables:
Voi = Xi,i=1,...,d

N2 X
%J-:(Aiﬂ’j) ln%ﬂ,izl,...,d;j:1,...,ni—1
.

Teniendo en cuenta este cambio de variables, la densidad de V pasa a ser

exp (—ﬁ (Invo — p11g)" (Invy — ,ulld)> exp <—ﬁ (V(l) - fyC)T (V(l) - 74))
2

fv(v) = 7 (32)
H;flzl Vo; (2#0%) 2 (2m0?)
conlnvy = (Invpg,...,In vgd)T ,n = 2?21 (n;i —1). Aqui, 14 representa el vector d—dimensional

cuyas componentes son todas iguales a uno, mientras que ¢ es un vector de dimensién n con
- —1/2 . ..
+1; 1. .

componentes 'yfj = (Ai ]) mz’J’” di=1,...,dj=1,...,n; — 1.

Asi, de (3.2)) se obtienen las siguientes conclusiones:
= Vo y Vi son independientes.

= La distribucién de V es lognormal Ay [,ul 14 O'%Id], siendo I; la matriz identidad de orden

d.

= V; se distribuye como una distribucién normal de n variables N, [’yC; UQITJ, siendo I,, la

matriz identidad de orden n.

Supongamos ahora que 1 y ¢ son funciones independientes, donde 1 = (,ul, a%)T. Entonces,

Inmaculada Cabero Moran



66 Procesos de difusion. El caso del proceso lognormal

para un valor fijo v de la muestra, la funcién de log-verosimilitud es

(n+d)In(2r) dln 01 " e —m)® nlno?  Zy+ & — 20

L = — 1 i — —
V(n7 C) 92 Z 11 Vo 20_% 2 20_2
donde

d n;—1 d ni1—1 (mij+1’j)2 d n—1 UZ] Z]J"’LJ

_ 2

Zi=) > v ®c=) ) ReEra Pe=2.> ~— 5

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 (AJ ’J)

(3.3)

Teniendo en cuenta la ecuacién anterior y también que 1 y ¢ son independientes, la estimacién

maximo verosimil del 7 se obtiene a partir de

OLv(n,¢) _ <8Lv(n,C) 9Ly (n, C)) — o

onT ow o e
Si dicho sistema tiene solucién exacta y dicha solucién es un maximo, ésta seria una estimacién
maximo verosimil de los parametros del proceso, y, a partir de dicha estimacién, utilizando el
Teorema de Invarianza de Zehna EL obtendriamos estimaciones de las funciones caracteristicas
del proceso que podriamos usar para predecir el valor del proceso en un instante concreto del
tiempo. Sin embargo, es usual que este sistema no tenga solucién exacta y se tenga que recurrir
a métodos numéricos para buscar su aproximacién numérica. En algunos casos, si se puede
simplificar el sistema hasta llegar a una tnica ecuacion igualada a cero, que dependa solo de un
parametro, y que se pueda resolver mediante algin método numérico clasico de obtencién de
raices como podria ser Newton-Raphson.

Asi, se tiene que

d
1
:dz;lnv()i y O'l—thlUDZ ,ul)

'El teorema de invarianza de Zehna nos dice que el estimador méximo verosimil de una funcién paramétrica
es la funcion paramétrica de los estimadores maximo verosimiles de los pardmetros.
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Por otro lado, utilizando la siguiente notacion,

d ni—1 7]+1,] i,J+1,5 d ni—1 3,j+1,7
= Yot = D e T o= =2 >t T
T i+1, T T L oN1/2 T
200 Pl i i o0 00 = = <Ag+1,3> / 00
d d n;—1 (3.4)
0P¢ i1l or¢ . i+14) /2
Yo= =58 =2 m™h = —2n =3 uy (A7)
=1 i=1 j=1

tenemos que

00T
OLv(n,¢) __ n T+ O -2 Zo— Y
do? 207 204 202

Asi, la estimacién méaximo verosimil de ¢ se obtiene como solucién del siguiente sistema con

k + 1 ecuaciones:

Vg — Q. =0 (3.5)
Z1 + (I)C — 2F< - 0’222 -+ UZYC = no? (3.6)

En el caso de que hy sea una funcién lineal en 0, es posible determinar una solucién explicita
para este sistema de ecuaciones. Sin embargo, en otros casos, la existencia de una solucién de
forma cerrada no puede garantizarse, por lo que es necesario utilizar procedimientos numéricos
para su resolucién.

A continuacion estudiaremos la distribucién de los estimadores de los pardametros y su re-
percusién en las correspondientes funciones paramétricas relacionadas, que son de interés en
distintas aplicaciones.

Es inmediato comprobar que los estimadores de n siguen una distribucién normal

i1~ Ny [pa;0%/d)

y que
—5 ™ Xd-1
01

Si hy es lineal podemos calcular las distribuciones exactas asociadas a los estimadores de ¢
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lo que nos permite establecer regiones de confianza para los pardametros, asi como estimadores
insesgados de varianza minima e intervalos de confianza para combinaciones lineales de 8 y . Sin
embargo, en el caso no lineal, no siempre tenemos una expresion explicita para los estimadores
de ¢, por lo que impide obtener, en general, distribuciones exactas para ellos. En ese caso, se
pueden utilizar distribuciones asintéticas en su lugar. De hecho, sobre la base de las propiedades
de los estimadores méaximo verosimiles se sabe que f se distribuye asintéticamente distribuida
como una distribucién normal con media ¢ y matriz de covarianza I(¢{)~!, donde I(¢) es la

matriz de informacién de Fisher asociada a la muestra completa, la cual es la siguiente:

IQ)=-EHQO)=—=| 2 \96%
O=-EHQI=5| o )
2 00T 202 4
donde T
62LV("]7<) 82LV(7]7C)
() = 0’Ly(n.Q) _ 90007 ( 952007 )
aco¢T ?Ly(n,0) 9Ly (n,0)
952907 5(02)?
—_ av. \T
1 I — E¢ — 2 [‘I’eT—Q?]JF%(ae*?)
T o2 aY, Z1+®—2T Zo—Y,
P\ B+ i - A BN
y donde
—d ni_l 82m7'7]+17.] 71/2 71/2
¢ ny 1 Sy

=33 g () (s (a17) i)

i=1 j=1

d ni—1 i3\ T o i+l
==Y (Aj+1,j>‘1 Omy Im/
=T ‘ 00T 00T

i=1 j=1

d
s = Z A?i,l

=1

Teniendo en cuenta la distribucién de la muestra, tenemos que
E[Ml]=0, E[Zi])=no’+®:;, FE[Z]=Y: E[¥=Q, E[[]=2.

De todo ello se tiene que E B Niy1 [C;I(C)_l]. Ademads, aplicando el método delta, para
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una funcién g-paramétrica g(¢)(q < k + 1) se verifica que

9(¢) = Nu [9(¢); Vg(O)TI(€)'Vg(Q)]

donde Vg(() es el vector de las derivadas parciales de g(¢) con respecto a (.
Los elementos de la diagonal de la matriz I(¢)~! proporcionan varianzas asintéticas para
las estimaciones de los parametros, mientras que el método delta proporciona la matriz de

covarianza asintética para g(¢) y, por consiguiente, los elementos de la diagonal son las varianzas

~

asintoticas para la estimacién de cada funcién paramétrica de g(¢). Por ejemplo, si consideramos
g9(¢) = Gé‘(t | y,7), que es la expresién general expresion para las principales caracteristicas del

proceso dada por la ecuacién entonces

OH¢(T,1)

Vo(6) = a(6) (P ggr

(t—71) —% + Aods (Ao + 0% (t — ’7’)))\4_1:|>

3.3. El proceso de difusion tipo-Gompertz

El objetivo de la introduccion del proceso de difusiéon tipo Gompertz es la obtencién del
modelo estocéastico continuo asociado a la curva Gompertz cuyo valor limite depende del valor

inicial. Esta curva viene expresada como sigue:

m
f(t) = xpexp <_B (e’ﬁt — eﬁt0)> gt >t >0,m,8>0y xg >0,
donde se consideré el proceso de difusion lognormal no homogéneo con momentos infinitesimales

Aq(z,t) = me Pla

As(z) = 0?2,

Consideramos ahora la siguiente reparametrizacion:

0 =(5,0)" = (m/B,e")"
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Asi, la curva Gompertz se transforma en

fo(t) = zoexp(—6(at — a'?))

donde
Ay (z,t) = me Pl

Ag(z) = o%a?

he(t) = —da'loga.

Utilizando la siguiente notacién

o — olidtr _ plig
Pij+1,j = & a

oyt gl
Wi g1,y = Lig+1077T — Ll

se tiene que

2
,j+1lg _ (¢4 o’ Jj+1.J
My = =041, — 5 A
¥y que
6mé’j+1’j
— (67 «
ggr =~ Pl wiing) -

Asi, a partir de la ecuacién (3.5)), y teniendo en cuenta la ecuacién (3.4]), tenemos el siguiente

sistema de ecuaciones )
Xf‘+6X2a+%X§‘:0

2
X§‘+5X5"+%X§‘:O

donde
d ni—1 d 1 2 d
n; o ni—

’ VijPs j+1,5 Yo & (901,]+1,J> Xo — o
= Z S X5 =2 ) “ar o XS > Pl
i=1 j= (Af 7J> i=1 j=1 i=1
d n;—1 d n;—1 d

Yo Z Z Vijw;! Vi1, } : § : 80@,]-1_17] ,J+1,J XO — E :wa
4= N NG Bl
i=1 j=1 ( AL ) i=1 j=1 i=1
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Tras unas operaciones y agrupaciones, se tiene que

X§X§ — XPXg

0% =
XeX§ — XgX¢
y
2 =28
donde
go _ XiXg - X5 X§

X§X§ — X§Xg
Por otro lado, y dado que

4 2 2
O, = 32X0+ L Za 4 602X, To=-6X-2 7, Ve=—6x0-217
¢ 2 4 3 0 Ag, 13 1 9 2, I3 3 9 35

de la ecuacién (3.6) resulta que
SY2n + S — §Y[2XT 4+ 0% XS] — Z1 = 0. (3.7)

La solucion de esta ecuacion anterior proporciona la estimacién de a, mientras que las de los
deméds pardmetros vienen dadas por % y 02.
En cuanto a la distribucion asintética de ¢, es una distribucién normal trivariada con media

-1

¢ y matriz de covarianza dada por I({)™", siendo esta la siguiente matriz:

Xg  oXg  —Xg
1

Q) =—| oxg &°X¢ —6Xg

X§ ~0Xg mt G

con
d 1 2
noe
paleat
B NN
i=1 j=1 Aj
Esta distribucién puede utilizarse para obtener los errores estandar asintoticos para la estima-

cion de los parametros, asi como para algunas funciones paramétricas de interés. En particular,
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nos centramos en el tiempo de inflexién y en el correspondiente valor esperado del proceso en
ese instante, condicionado a X (ty) = x¢. Otra funcién paramétrica importante en es el limite
superior que determina la capacidad de carga del sistema modelado por el proceso. Concreta-

mente:
= Limite superior, condicionado a X (tg) = xo, 91(0) = xo exp (6a'?).
» Tiempo de inflexién, g2(0) = —1Ind/In .

= Valor del proceso en el momento de la inflexién, condicionado a X (t9) = zo, ¢3(0) =

91(8)/e.

Asimismo, cuando se utiliza el modelo con fines de prediccién, algunas de las funciones pa-
ramétricas de la Tabla pueden ser utilizadas. En particular, la funcién media condicionada

adopta la expresion:
E[X(t)| X(1) =y] = g4(0) = yexp (75 (at — ozT)) .
Para finalizar, notar que esta curva es del tipo de la ecuacién

fo(t) = zoexp(—6(a’ — a™)).

Por ello, esta funcién es 1til para realizar predicciones. En este caso, interesa proporcionar no
sélo el valor de la funcién en cada instante de tiempo, sino también el error estandar de la
prediccién y un intervalo de confianza que determine un rango de valores que incluya, con un

nivel de confianza dado, el verdadero valor real de la prediccion.

3.3.1. Aplicacion a datos reales

El ejemplo que vamos a desarrollar a continuacién trata sobre un estudio sobre algunos
aspectos relacionados con el crecimiento de una poblacién de conejos, en particular de 29 conejos
durante 30 semanas. En la figura [3.1] se muestra el peso de estos conejos, en gramos, a lo largo

de las 30 semanas.
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Peso (gramos)
3000 4000 5000 6000
|

2000

1000

0
|

I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo (semanas)

Figura 3.1: Peso de los conejos a lo largo del tiempo.

Como se puede observar, todos ellos no parten de un mismo peso inicial, y, ademds, su peso
final tras las 30 semanas no es el mismo, por lo que sus limites dependen de los valores iniciales.
Si nos fijamos en la trayectoria que sigue, podemos intuir un comportamiento sigmoidalEl, por lo
que, teniendo asimismo en cuenta esto, podemos utilizar el modelo tipo-Gompertz anteriormente
introducido.

La estimacién de los parametros se ha realizado a partir de la resolucién de la ecuacién (|3.7])

2Muchos procesos naturales y curvas de aprendizaje de sistemas complejos muestran una progresién temporal
desde unos niveles bajos al inicio, hasta acercarse a un climax transcurrido un cierto tiempo. La transicién se
produce en una regién caracterizada por una fuerte aceleracién intermedia. La funcién sigmoide permite describir
esta evolucién. Su gréfica tiene una tipica forma de S. A menudo la funcién sigmoide se refiere al caso particular
de la funcién logistica.
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mediante el método de bisecciérﬂ Asfi, se tiene la siguiente figura (3.2)), en la que se muestra lo

anteriormente descrito.

Ecuacion para a

1000

500
|

-500

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.2: Ecuacion para «. Solucién por le método de biseccién.

La tabla siguiente (3.1)) contiene los valores estimados para los pardametros y el tiempo

de inflexién, asi como el error de estimacién asintética y los intervalos de confianza del 95 %

3El método de biseccién en matemaéticas es un algoritmo de biisqueda de raices que trabaja dividiendo el
intervalo a la mitad y seleccionando el subintervalo que tiene la raiz.

Es uno de los métodos més sencillos para resolver ecuaciones en una variable. Se basa en el teorema del valor
intermedio (TVI), el cual establece que toda funcién continua f en un intervalo cerrado [a,b] toma todos los
valores que se hallan entre f(a) y f(b). Esto es que todo valor entre f(a) y f(b) es la imagen de al menos un valor
en el intervalo [a,b]. En caso de que f(a) y f(b) tengan signos opuestos, el valor cero serfa un valor intermedio
entre f(j) y f(e), por lo que existe un p en [a, b] que cumple f(p) = 0. De esta forma, se asegura la existencia de
al menos una solucién de la ecuacién f(a) =0
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aplicando el método delta.

Funcién paramétrica 0 ! o 92(0)
Valor estimado 4.10208816 0.83010453 0.07089173 7.58039
Error estandar 0.0556885943 0.0021584657 0.0002452425 0.1053

Intervalo de confianza  (3.9929,4.1063) (0.8259,0.8343) (0.0704,0.0714) (7.3739,7.7869)

Tabla 3.1: Tabla con los valores estimados, errores estdndar e intervalos de confianza del 95 %
de los parametros y del tiempo de inflexion.

En cuanto al valor del peso en el momento de inflexién y el limite superior, ya hemos des-
tacado anteriormente que estos valores dependen del observado en el instante inicial. Teniendo
en cuenta el rango de valores de peso observados en el instante inicial de observacién, se han
considerado varios valores dentro de este rango. Para estos valores, se ha estudiado el peso espe-
rado de un conejo en el instante de inflexién, asi como el posible valor del peso maximo (limite
superior). La tabla siguiente contiene los valores estimados valores estimados, los errores

estdndar asintéticos y los intervalos de confianza del 95 %.

Peso inicial

Limite superior

Valor en el momento de la inflexién

g3(0)  Error est.  Intervalo al 95% 91(0) Error est.  Intervalo al 95 %
145 1772.836  70.546  (1634.568,1911.104) 4819.068  191.764  (4443.215,5194.920)
155 1772.836  75.411 (1625.032,1920.640) 4819.068  204.990  (4417.295,5220.841)
165 1883.638  80.276  (1726.298,2040.978) 5120.260  218.215  (4692.566,5547.954)
175 2105.243  85.142 (1938.367,2272.118) 5722.643  231.440  (5269.028,6176.258)
185 2216.045  90.007  (2039.634,2392.456) 6023.835  244.665  (5544.299,6503.371)
195 2216.045  94.872  (2030.098,2401.992) 6023.835  257.890  (5518.378,6529.291)
205 2105.243  99.737  (1909.760, 2300.726) 5722.643  271.115  (5191.266,6254.020)
215 1883.638  104.603  (1678.620,2088.657) 5120.260  284.341  (4562.961,5677.558)

Tabla 3.2: Valores estimados, errores estdndar e intervalos de confianza del 95% del limite
superior y del valor en el tiempo de inflexién para varios valores del peso inicial.

La funcién E[X (t) | X (tg) = o] puede utilizarse para proporcionar previsiones del peso de
un conejo que presenta un peso inicial xg. La figura siguiente muestra, para una seleccién de
cuatro de los conejos utilizados en el estudio, la funcién media estimada junto con los intervalos

de confianza asintéticos del 95 % obtenidos para cada valor de esta funcién. Adem4s, se incluyen
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los valores observados para comprobar la calidad del ajuste realizado por el modelo considerado.
Evidentemente, este tipo de representacién también se puede obtenerse considerando cualquier
valor de zg en el rango de la distribucién inicial del peso. Notese que las funciones medias
estimadas para cada conejo dependen del valor inicial, asi como los correspondientes intervalos
de confianza para la media en cada instante de tiempo. Por lo tanto, los gréficos de la figura son

diferentes para cada conejo aunque la estimacién de los parametros sea unica.
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Figura 3.3: Valores observados, funciéon media estimada e intervalos de confianza para los cuatro
conejos elegidos.
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