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1. Introduccion

Cuando pensamos en el andlisis exploratorio de una funcién de densidad de una variable desco-
nocida, el primer método en el que normalmente pensamos, es el de construir un histograma. Un

método que segin (Scott, ), se remonta al S.XVII.

En este trabajo sin embargo, estamos interesados en indagar en otro método, si bien muy relacio-
nado con el del histograma tal como pone de manifiesto (Chacén y Duong, ). Nos centraremos
en el estudio de el estimador de tipo Kernel de funciones de densidad. Este estimador propues-
to inicialmente por (Parzen, ; Rosenblatt, ) ha ido evolucionando y atrayendo el interés

investigador de muchos autores.

Asi, desde el estimador con un objetivo meramente exploratorio que (Silverman, ), el estimador
y sus aplicaciones han crecido exponencialmente. El estimador univariante es bien conocido a dia

de hoy pero el caso multivariante es mas desafiante.

Desde el estimador (Wand y Jones, ) con matrices restringidas a los selectores de banda més
modernos como (Chacén y Duong, ) ha habido un desarrollo importante del estimador y de
sus propiedades. Asi como de los selectores de ancho de banda, la estimacién de derivadas o la
aplicacién de la estimacion de densidades al mundo de la estadistica, las matematicas u otras como

las ciencias de la computacion o la ciencia de datos.

Investigar sobre el la estimacién de densidades de tipo Kernel tiene un interés importante. Hoy
en dia es un area de investigacién que genera articulos novedosos. En este sentido, mucha de la
investigacion sobre estimacién de densidades multivariantes es reciente y estd impulsada por los

motores computacionales mas potentes.

Asimismo, las aplicaciones derivadas de la estimacién de densidades sigue dando muchos articulos
de investigacién como demuestran, (Casa y col., ) que estudian la seleccién del ancho de banda

para realizar agrupamientos basados en la densidad.

Uno de los objetivo principales que me impulsaron a adentrarme en este trabajo fue el de suplir un
vacio que habia, al menos hasta donde alcanza mi conocimiento, en la estimaciéon de densidades
mediante funciones de tipo nicleo en Python. Asi como R si que tiene implementados paquetes
como (Duong y col., ), Python tnicamente tiene implementadas alguna funcién que permite
la estimacién de densidades de tipo nicleo, pero no ofrece la opcién de seleccionar ni la funcién
de tipo Kernel a emplear ni el método de seleccién del ancho de banda. El primer problema no
resulta especialmente grave ya que diversos autores senalan que la importancia al seleccionar la
funcién de tipo Kernel no influye sustancialmente en la estimacién, sin embargo, si que lo hace el
ancho de banda. Es por esto que resulta de interés crear funciones que permitan una seleccion del

ancho de banda a realizar la estimacion de densidad de tipo Kernel.



El otro, el hecho de adentrarme de forma profunda y rigurosa en un tema del que, habia oido
hablar tanto desde el punto de vista matematico como en el de aprendizaje maquina, mucho mas

de moda en los dias que corren.

El presente trabajo se estructura de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se realiza un estudio
del estimador de densidad de tipo nicleo univariante. En la seccién 2.2 se muestran las principales
propiedades del estimador, en la seccién 2.3 se muestran los principales estimadores del ancho de
banda del estimador y en la seccién 2.5 se realiza una comparacién de dichos estimadores sobre

una muestra sintética.

En el Capitulo 3 se realiza el estudio del estimador de densidad de tipo nticleo multivariante. Como
en el caso univariante, en la seccién 3.2 se muestran las principales propiedades del estimador, en la
seccién 3.3 se muestran los principales estimadores del ancho de banda del estimador y en la seccién

3.5 se realiza una comparacién de dichos estimadores sobre una muestra bivariante sintética.

En el capitulo 4, se muestra brevemente la estimacion de derivadas de la funcién de densidad,
asi como sus principales propiedades. En el 52, se muestra la estimacién de densidades mediante
el algoritmo de vecinos méas préoximos. Mostramos la similitud que presenta este método con el

estimador de tipo kernel que ocupa este trabajo.

Por ultimo, en el capitulo 6, realizamos la estimacion de tipo nicleo sobre datos reales tanto de
manera univariante como bivariante. Finalizamos el trabajo con una seccién en la que se detallan las
conclusiones obtenidas durante la realizacién de este trabajo y las posibles lineas de investigacion

futuras que podrian seguirse en el futuro.

Adicionalmente, en los Anexos II y III se puede encontrar el cédigo empleado en el trabajo con
los ejemplos que se presentan en las secciones 2.5 y 3.5. El cédigo estd escrito en un Notebook de
Jupyter para realzar su interactividad y facilitar su seguimiento al mostrar tanto cédigo de entrada

como salidas.



2. Estimacion de la densidad unidimensional tipo ntcleo

El objetivo de la estimacién no paramétrica de densidades es el de estimar la funcién de densidad

generadora de la muestra f estableciendo el minimo nimero posible de hipédtesis sobre f.

2.1. Definicion del estimador

Sea X,..., X, una muestra aleatoria procedente de una distribucién de probabilidad (univariante)

continua con funcién de densidad f.

El estimador de densidad de tipo ntcleo se define como:

Flash) = nlhzj;f( (x_hX) (2.1)

donde K, el nucleo, es una funcién que satisface fRK(x)dx = 1y h, el ancho de banda, es un

parametro positivo, h > 0.

La funcién nicleo se puede reescalar, obteniendo su versién reescalada, Kp(u) = K (%). Se puede

comprobar que esta version reescalada del ntcleo, en efecto, es una funcién nicleo.
1 U 1
/Kh(u)du - / °K (7) du = / ~ K (x)hda = / K(z)dz =1
R r N h r D R

Con esto, se puede reescribir el estimador de densidad de tipo nicleo (2.1) como:

f(x;h) = % Z Kp (z — X)) (2.2)

Nétese que no se impone que K(z) > 0, es decir, no se impone que K(z) sea una funcién de
densidad si bien esto es deseable, ya que, de no imponer esta propiedad al nticleo, no podemos

garantizar que el estimador sea una funcién de densidad.

Una interpretacién del estimador de densidad de tipo ntcleo como apunta (Wand y Jones, )
“Uno puede pensar que el nicleo estd extendiendo una ‘masa de probabilidad’ de tamano 1/n
asociada a cada observacién sobre su entorno”. Graficamente, esta idea puede representarse de la

siguiente manera:
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Figura 1: Representacién de la funcién de densidad de una mixtura de normales 0,3N(2,1) +
0,7N(5,1) y su estimacién de tipo nicleo para una muestra aleatoria simple de tamano 10 generada
de dicha mixtura. Asimismo, se muestran las observaciones y las funciones de tipo nicleo N(0, 0,5)
reescaladas a un drea de 1/10 centradas en cada observacién. La estimacién de la densidad resulta

de la suma de las funciones nucleo.

Algunas de las funciones de tipo nicleo univariantes mas utilizadas son:

= Nicleo uniforme: Ky (z) = 5, |o| <h
» Nicleo triangular: Kj(z) = + — Lf—‘, |z] < h

22
= Nicleo normal: K, (z) = ¢p(x) = h\}ﬁefﬁ. ¢o(x) corresponde a la funcién de densidad de

una variable aleatoria N(0,0)
» Nicleo de Epanechnikov: Kj(z) = 2 (1 - ﬁ—;) , x| <h
2\ 2
» Nicleo Biweight: Kj,(z) = 1 (1 - ;‘7) , Jzl <h

3
» Nicleo Triweight: Ky (z) = = (1 — ﬁ) . x| <h

= 32k h2
» Nicleo del coseno: Kj(z) = 2 cos (3£), |z| <h

p L _log?(@)
= Nicleo de distribucién lognormal: Kj(x) = hz\l/ﬂe 257

= Niicleo de orden superior: Kp,(z) = +¢n(z) (% - %)
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Figura 2: Representacién de distintas funciones de tipo nucleo. Las siete primeras representan
funciones de densidad simétricas. La octava representa una funcién de densidad no simétrica y la

ultima representa una funcién que no es estrictamente positiva.

Algunas de estas funciones niicleo, como apunta (Duong, 2015), se pueden sintetizar en la familia
de funciones nicleo basadas en la distribucién beta. Asi, la funcién nicleo beta de orden r se define
como

K(x;r) = ¢ (1 — $2)T1{xe[—1,1]}($) (2.3)

donde ¢, = 22(21?(?,')2 = B(r+},1/2) siendo B(a,b) = % la funcién beta. Podemos considerar la

funcién nicleo de la familia beta en su forma reescalada,

Knp(z;r) = % <1 - (z)2>7" 1ae—nny(2) (2.4)

Con las definiciones mostradas anteriormente, podemos comprobar como la funcién nticleo K, (z;r
b bl
para r = 0,1,2,3 se corresponde a las funciones de tipo nucleo uniforme, Epanechnikov, Biweight

y Triweight respectivamente.

2.2. Propiedades tedricas

Para evaluar las propiedades tedricas del estimador es preciso establecer medidas de error tanto de

forma puntual como en la recta real.

Antes de comenzar con el desarrollo de las propiedades del estimador se realizan unas considera-

ciones previas.



En lo restante de capitulo se abusara de la notacion al representar la integral sobre la recta real

sin especificar el conjunto de integracién. Se establecerd [ f(z)dz para referirse a fR f(z)dz.

Ademss, con el fin de aliviar la notacién, se define la norma L? de una funcién de cuadrado

integrable g como:

R(g) = [ g(a)de

Por otra parte, de aqui en adelante, se considerard que la funcién nicleo, K(z), es una funcién de

densidad simétrica respecto al origen.

Como es habitual al estudiar las propiedades de los estimadores paramétricos, la evaluacién de
la cercania de un estimador al parametro real se suele realizar considerando el error cuadratico

medio.

En el caso del estimador de densidad de tipo ntcleo, el error cuadrdtico medio (MSE)* de un

estimador en un punto se define como
. . 2
MSE [f(a;h)] = E [(f(o:; DENIO) ]

que puede descomponerse mediante el sesgo y la varianza del estimador de la siguiente manera

(IE [f(a:, h)] — f(a:))2 4+ Var (f(ma h))

= sesgo” (f(x, h)) + Var (f(x, h))

MSE {f(x,h)}

Se realiza el calculo del sesgo y la varianza por separado. Para el sesgo del estimador en un punto,
se debe calcular la esperanza del estimador en dicho punto, es decir,

E [f(x; h)] =E l; > Kn(x - Xi)] = % > E[Kn(z— X;)] =
i=1 i=1 (2.5)

— E[K(z — X1)] = / K — ) f(y)dy = (K * f)(2)

En el tercer paso se ha tenido en cuenta que {X;}"_; son variables idénticamente distribuidas. La
esperanza se reduce a la convolucion entre el nicleo y la funcién de densidad que ha generado la

muestra. Por tanto, el sesgo puede escribirse como,

se8go (f(a:, h)) = (Kp* f)(x) — f(=)

2De sus siglas en inglés: Mean Squared Error




Por otra parte, la varianza del estimador puede desarrollarse como
R 1 n
Var (f( ) Var ( ZKh (x - X; ) = ﬁVar <§_; Kp(z — Xz)) =

| —

Var (Kn(z - X2)) = ~Var (Kn(r - X)) =

= % (IE [Kp(x — Xi)ﬂ B [Kn(z — Xi)g]z) _ (2.6)
B % ( Kn(z —y)* f(y)dy — (K, * f)(@?) _
— % (K7 f)(x) — (Kn * f)(2)?)

en el tercer paso se ha tenido en cuenta que las variables de la muestra son independientes y en el

cuarto que provienen de la misma distribucién de probabilidad.

Por tanto, el error cuadrético medio puede expresarse como

(K7 * £)(x) — (K = f)(2)?) + (K = f)(2) — f(z))? (2.7)

A 1

MSE (f(a;;h)) -
n

Puede que el interés resida no solo en el error puntual sino en toda la recta real. Para ello, se

integra el error cuadratico medio en la recta real y obteniendo una medida del error del estimador

global.

Asi, el error cuadrético medio integrado (MISE)® del estimador de se define como:
MISE (f(~;h)) - /MSE (f(a:;h)) dx

asi, de (2.7) podemos integrar la expresién (2.7) del error cuadrético medio

MiSE (Fa) = 1 [ (3 oo — - [0 s H@Pdn+ [ (s 1))~ ) do =
= l/(K,2Z * f)(z)dx — %/(Kh * f)(z)?dx

n

+/(Kh*f)(a:)2da:—2/(Kh*f da:+/f

L[z p@ans (1 2) [ paras

i /(Kh « f)(2)f(x)dz + R(f) =

El primer término puede reescribirse de la siguiente manera teniendo en cuenta la conmutatividad

de la convolucion

;/(Kh*f //th— y)dydr = — //Kh (x —y)dady =
- /Kh /fa:— Ydzdy = ~ /Kh dy——/ﬁK(Z)zdyy::Zh

:nhz/K hdz——/K R(K)

bDe sus siglas en inglés: Mean Integrated Squared Error




por lo que el error cuadratico medio integrado es:

Mrse () = L)+ (1= 1) [ s =2 [ (K o) + /() @3

Las medidas de discrepancia mencionadas anteriormente, tanto a nivel local como global, ofrecen
un valor no aleatorio sobre el comportamiento del estimador. En ciertos casos sin embargo es
deseable obtener un valor estocastico que devuelva una medida no en media sino en la muestra
disponible. Para ello se prescinde del operador esperanza en el error cuadratico medio integrado
obteniendo el error cuadrético integrado (ISE)¢. Esta medida resulta de calcular la distancia L? al

cuadrado entre el estimador y la funcién de densidad f.
ISE (f(5m)) = / (Fasm) - f(x)>2 di =
- /f(g;; h)2di 2/f(m; B f(z)dz + /f(x)2dx

2.2.1. Propiedades asintéticas

Una vez desarrolladas las propiedades de estimador, se realiza un estudio de sus propiedades
asintéticas. Asi, desarrollando los primeros momentos del estimador se pueden obtener expresiones

que dependen del ancho de banda de una manera més sencilla para muestras grandes.

En este sentido, se requieren ciertas propiedades de regularidad en la funciéon de densidad f, de
la funcién nicleo y de la secuencia de ancho de banda para poder realizar los correspondientes

desarrollos.

= f es de cuadrado integrable, derivable dos veces con derivada de segundo orden acotada,

continua y cuadrado integrable.
= El ancho de banda h,, es una secuencia de niimeros positivos tal que
h, =0, nh, —o00 cuando n — c©
= K es una funcién de densidad simétrica respecto del origen y acotada con momento de
segundo orden finito.

Teniendo en cuenta la definicién del estimador de tipo niicleo (2.2), su esperanza se puede expresar

de la siguiente manera partiendo de (2.5),
B[ )] = [ K- iy =, [ Kn(h)fo - ho)hdz =
= / %K(z)f(a: — hz)hdz = /K(z)f(a: — hz)dz

“De sus siglas en inglés: Integrated Squared Error



Ahora, desarrollando f(z — hz) en torno a x

2
f(xz — h2) Z

i=1

i

he)' 4 o(1?) = F(x) — hzf'(x) + 5h*2* " (x) + of?)
se obtiene )
f /K ( — hzf'(z )+2h222f”(m)+0(h2)> dz =
— (@) [ K= hf' @) [ 2K ()
+ %th”(I)/ZQK(Z)dZ +o(h?) =
= J(@) + SHa(F) 5" () + ol1?)

en el dltimo paso se ha tenido en cuenta que [ K(z)dz = 1 por ser una funcién de densidad de

probabilidad y f 2K (z)dz = 0 por ser simétrica y estar centrada en el origen.

De este desarrollo es inmediato establecer una formulacién simple para el sesgo del estimador ya
que

sesgo(f (1)) = B [ )] — f(a) = S02paK) £ (2) + 0(1?) (2:10)

De la misma manera que en el caso del primer momento, se puede también considerar el desarrollo
de la varianza del estimador. Como en el caso anterior, se puede reescribir la varianza de la siguiente

manera.

Vor (Fesh)) = 1 [ K@it~ iy - 18 [{(wi )] =

%/Kﬁ(hz)f(a: — h2)hdz — %EQ [f(x; h)] -

_! KQ( )f(z — hz)hdz — %EQ [f(x; h)} -

/K2 (¢ — hz)dz — %EQ fn)] =
o [ K@)+ o1)dz 1 (7(a) + o(1) =
7f /K2 dz+0<n1h>

= L J@RK) + o (nlh>

hemos tenido en cuenta que ff( )+ (l) es de orden menor a o(nl—h)

Con todo esto, el error cuadratico medio del estimador se puede formular de la siguiente manera
teniendo en cuenta los desarrollos de la esperanza y la varianza del estimador.
£ 1 4 2 ¢ 2 4 1 1
MSE (f(z:h)) = $h*pa(K)2f"(2)? + o(h*) + — f(2)R(K) +o ( — | =
(2.11)
1 1 1
_ K *h4 K 2 el 2 T h4
(@) R(E) + hipa (K2 @) o (= +



De igual mantera, integrando esta expresion se obtiene una formulacion distinta para el error

cuadrético medio integrado

MISE (f(:h)) = % / (@) /K?(z)dzda: + ih‘lug(K)Q/f”(sc)Qdm I (nlh 4 h4)

B %/Kz(z)dz/f(x)dx—k ih‘*uz(K)Q/f”(x)Qd“O (nlh +h4) " 21

— nlh/K2(Z)dZ+leh4‘u2(K)2/fH(x)2dx+0<nlh+h4> _

1 1 1
= —R(K) + —h*pua(K)?R(f" — +ht
SR+ PR o (o +
Con esto, podemos definir el error de forma asintética tanto puntualmente mediante el error

cuadrético medio asintético (AMSE)? como el error cuadrético medio integrado asintético (AMI-

SE)°

AMSE (f(esh) = - F)R(K) + h (K (2)? (2.13)
AMISE ( e h)) = %R(K) + ih%(f{)?R( 1) (2.14)

2.3. El problema de seleccion del ancho de banda y ancho de banda
optimo

La seleccion del parametro del ancho de banda h depende del criterio seleccionado para minimizar

el error. Asi, como se ha observado en (2.8), encontrar el ancho de banda éptimo para minimizar el

error cuadratico medio o el error cuadratico medio integrado es complicado ya que estos dependen

de h de una forma complicada. En la expresién (??) para el error cuadréatico medio integrado, se

ve como el MISE depende de h* y 1/nh.

Sin embargo, para muestras grandes, la expresién (2.14) depende de h en una manera sencilla. Asi,

se puede obtener el valor de h éptimo que minimiza el error cuadratico medio integrado asintético.
Rarvirse = argminAMISE (f(, h))
h>0
que se obtiene derivando e igualando a 0 la expresion 2.14.

dAMISE (f(-;h)
dh< ) = *#R(K) + 1P s (K)?R(f") = 0

por tanto, despejando h

ur=

: _ R(K) i
iwsse = (i) 219

dDe sus siglas en inglés: Asymptotic Mean Squared Error

¢De sus siglas en inglés: Asymptotic Mean Integrated Squared Error
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Con el desarrollo anterior se ha obtenido el ancho de banda éptimo respecto al error cuadrético
medio integrado asintético. Ha de notarse que este ancho de banda 6ptimo es aplicable a muestras

grandes.

Por otra parte, hay que subrayar que h%,,;q5 depende de R(f”) de manera inversa. R(f”) nos
describe la norma Lo de la variacion de la funcion de densidad subyacente a la muestra. Si la muestra
es muy variable R(f") serd grande y necesitaremos h¥ ;5 Pequeno que capte las asperezas de de
la densidad subyacente, f. Por el contrario, si la densidad f es suave, R(f”) serd pequena y para

describir de forma adecuada f necesitamos un ancho de banda amplio.

En cualquier caso, la seleccién del ancho de banda proporcionado por el criterio que acabamos de
mencionar no es util en la selecciéon del mismo en la préctica ya que depende directamente de f

que es desconocida.

No obstante, se puede calcular h’,,;sp haciendo presunciones paramétricas sobre la distribucién
de f. Asi, (Silverman, ) v (Wand y Jones, ) entre otros, estudian el caso en el que [ es

normal y estudian la cota superior para el ancho de banda proporcionado por (Terrell, ).

2.4. Métodos de seleccion automatica del ancho de banda

Existe la posibilidad de, sin realizar asunciones sobre la distribucién de f, calcular el ancho de

banda 6ptimo sobre la estimacién del error cuadrético medio integrado (asintético).

h = argmin(A)MISE (f(, h))
h>0

Aunque existen diversas técnicas para calcular el ancho de banda éptimo, este capitulo ce centrara

en las de validacién cruzada tanto ligadas al error cuadratico medio como al error cuadratico medio

asintotico y el plug-in.

2.4.1. Validacion cruzada

A la hora de realizar la seleccién de un pardmetro mediante validacion cruzada podemos tomar
diversos enfoques. Uno de los mas conocidos, leave-one-out, se centra en el estimador de tipo
nicleo empleando toda la muestra salvo uno de los elementos como se muestra a continuacién.
Esta técnica de validacién cruzada se llama también Validacién cruzada insesgada o Validacién

cruzada por minimos cuadrados.

Validacion cruzada insesgada En esencia, este método trata de proporcionar un estimador

que permita la minimizacién con respecto al pardmetro h del error cuadratico integrado.

Para ello, se desarrolla el error cuadrético integrado (2.9)

ISE /th d:c—2/th )dx+/f(x)2dx
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como puede observarse, el ultimo término de la ecuacién que se puede escribir como R(f) no
depende del ancho de banda por lo que, para obtener el ancho de banda que proporciona el menor
error cuadratico integrado, podemos obviarlo. Por otra parte, el segundo término representa la

esperanza del estimador condicionada a las observaciones, es decir,
/th )z = E [A(X;h)\Xl,...,Xn}
Se define el estimador de densidad leave-one-out. Se construye como el estimador de tipo ntcleo

pero obviando el i-ésimo elemento de la muestra,

Foilah) (2.16)

J#l

Empleando el estimador de densidad leave-one-out se define un estimador insegado para

E [f(x;h)\xl,...,xn}
1 -
ﬁ;f—i(Xi;h)

que, efectivamente, es un estimador insesgado de la esperanza condicionada anteriormente men-

cionada,

ZKhX X;)| =

1 1 " R 1 &

3752
=%Zni12E[Kh<Xi—Xjn Sy L ) -

J#i

n

= LK e 0K = LS EIFX WX =

=1
:—ZE (X, h)|X,] = /th z)dx

Con esto, se obtiene un estimador insesgado para ISE (f(ac, h)) — f(x). Asi, se define el criterio

de validacién cruzada insesgada (UCV)! como
UCv(h /th dr — 2= Zf (Xis h) (2.17)

que efectivamente es un estimador insesgado de ISFE ( f (x;h)) — f(x), de se puede obtener un

ancho de banda tal que minimice el error cuadrético integrado,

hi;ey = argmin UCV (h)
h>0

fDe sus siglas en inglés: Unbiased Cross Validation
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Es necesario definir el criterio de validacién cruzada insesgada de una manera mas adecuada para su

facilitar su cdlculo en la préctica. Para ello, se desarrollan los dos términos de (2.17) por separado,

/f(x;h)zdm:/< Zthf— > ZKhx— ) | do =
nzZZ/Khx— DKz — X;)dr =

i=1 j=1
1 - w T
- EZZ/K}L( _Xi)Kh(m_Xj)dx+ﬁZ/KiL($—Xi)2da:
i=1 j=1 P
J#i

n

1 1 1 1 1
—Z/Kh(x - X))z = = Z/Kh(hz)2hdz = —hn th(z)2dz = —R(K)

i=1 i=1

y el primero,

éZi/Kh(x—Xi)Kh(x—Xﬁ i HQZZ/Kh o= X+ X)) Kn(2)dz =

=1 j=1 i=1 j=1

J#i J?fz
= 2ZZ/KhX X; — 2)Kp(2)dz = QZZKh*Kh X; — X;)

i=1 j=1 =1 j=1

J#i J#i

en el segundo paso se ha empleado la hipdtesis sobre la simetria de nicleo, Kj(x) = Kp(—x). Asi,

/th ZZKh*KhX X;)

=1 j=1
J#i

Por otra parte, se puede desarrollar el segundo término de (2.17),

E; (X5 h) = 2%;“ 1;Kh _2m;;f<h(xi—xj)
i#i i

Por tanto, el estimador de validacién cruzada insesgado puede reescribirse de la siguiente manera,

UCV(h) = nhR( )+ %ZZ(Kh*Kh)(Xi—Xj) —2771(”1_ 5 ZZKh (X, - X,) =
= =
1 (n—]_) no 9 n n
- ?:i ’ j;éz
1 1 " & n—1
J#i

(2.18)
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Es habitual considerar 1 — % ~ 1. Aunque se pierda la insesgadez del estimador, no se pierde la

insesgadez asintotica y el estimador tiene una forma mas sencilla

UCV(h) = n—lhR( SN {(K + Kn) — 2K} (X — X5) (2.19)

=1 j=1
757,

n—l

En este sentido, no habria diferencias significativas entre la expresién (2.18) y (2.19) al tratar con

muestras grandes.

Por otra parte, como muestran (Hall y Marron, ), el ancho de banda éptimo obtenido mediante
validacién cruzada insesgada, h{;~y presenta la existencia de varios minimos locales y una tendencia
al infrasuavizamiento de la curva de densidad. Asimismo, mencionan que el ancho de banda 6ptimo

es altamente variable. Se realizara un estudio empirico de estas cuestiones en el capitulo 7.1.

Validacién cruzada sesgada Anteriormente se ha considerado el ancho de banda que minimiza
el error cuadratico (medio) integrado. En este caso, se empleara la expresién (2.14) del error

cuadratico medio integrado asintético.

AMISE (f(:1)) = - R(K) + {1 pa(K)*R(f")

donde hay que estimar la expresiéon R(f”) que es desconocida. Para ello, debemos tener en cuenta

que

ZKhxf )= f(x;h) = %i (2.20)

Kn(z) = %K (3) = Ki@) = %K ()= =K@ = thKT) (3) (2.21)

La aproximacién natural al problema, consistirfa en estimar R(f”) mediante R(f") como proponen

(Scott y col., ).

R(f")

/f”(x;h)zdr = %/ (Zn: K} (z — Xi)>2dz -

;/éz{;;(x dx+—/ZZK Kz — X;)da

=1 j=1
J#i

donde el primer sumatorio puede reescribirse como,

1 [ 5
nQ/;K,’L'(x—X,») dx e /ZK (hz)*hdz = 2h6nh/K” )2dz WR(KN)

14



y el segundo,

n2ZZ/K XK} (z — X;)da 5 zn2ZZ/K (z — Xi + X;)K}!(2)dz =

1=1 j=1 =1 j=1

J#i J#l
= LS [ R0 X - AR = 5 3 S KX - )

=1 j=1 =1 j=1

J#i J#i

notamos que, bajo ciertas condiciones de regularidad de K,
/ K"()K"(x)dz = K"(z)K'(x) / K'(2)K® (z)dx = / K'(2)K® (z)dx =
K" (z)=
K" (z)md:v:udv

- - K(?’)(x)K(ac)‘
K(3)(7;):u —o0
K'(z)dz=dv

+/K(4)(I)K(9c)dx = /K(J;)K(4)(x)dx

por lo tanto, el segundo sumando lo podemos expresar también como,

HQZZ/KM) z— X)) Kp(z — X;)dz i %Z /K;L‘*)(Z—Xﬁxj)f(h(z)dz:

=1 5=1 =
J#i Jséi
_ (4) (4)
= LD [P X, = e = DS+ KX - X))
=1 j5=1 1=1 j=1
J#i J#i
por lo que,
) 1 n o n
R(f") = %R(K”) e} ZZ(K;/{ * Ki)(Xi — X;) =
i=1j=1
o (2.22)
1 4
%R(K”) 3 > Z(K;(l D x Kp) (X — X;)
i=1 j=1
J#i
Sin embargo, como se ve en (2.22) y como muestran (Scott y Terrell, ) en la demostracién del

Lema 3.2, que generalizamos en (), este no es un buen estimador ya que, bajo ciertas condiciones
de regularidad de f y de K,
(n—1)

A . " - " 2
B[R] = " R() + o ROKY) + o(h?) (2:23)
como podia era esperable de (2.22).
Por tanto, proponen como estimador de R(f")
RO = B~ RO = L3S kg k06— )
i=1 1
get
que si bien sesgado es asintéticamente insesgado.
Por tanto,
1 1 —_~
BCVy(h)* = —-R(K) + 2 h* 5 (K) R(f") (2.24)

gLe ponemos el subindice 0 a esta funcién BCV porque preferiremos el estimador que resulta en la funcién

BCV;(h).
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Siguiendo esta idea, (Hall y Marron, ) proponen dos estimadores para R( f "), que también
analizan (Jones y Kappenman, ). El primero basado en 2.22 pero teniendo en cuenta el término
"Tfl del que Scott y Terrell se deshacen,

n n

— n—-1_ 4 1 1
R(f") = R(f") - —=R(K") = ——— K+« K)(X; — X, 2.25
() = SR = B = Sy VS K= ) (229
J#i
notamos que podemos escribir el estimador como,
R ="" 1R(f") - LR(K”) __ ! 5 i([d )5 Kp) (X, — X)) (2.26)
n nhd n(n —1) == h ! !
J7#i
1 1 —
BCVi(h) = %R(K) + Zh4M§(K)R(f”) (2:27)
El segundo estimador que proponen (Hall y Marron, ), se basa en la idea de que

R = [F@lis = P@r @ = [ O == [ @ e -

f (m)a;l)z::udv
o5 9@ @[+ [ 1@ = [ 1@ =B [100)]
f/(x)dx=dv

asi, proponen el empleo de la cuarta derivada del estimador (2.16),

R = 1 3 F900) = fgy DS K0 - Xy (2.99)
1= =1 9=
Jj#i

BOVo(h) = —R(1) + Thy3 () () (229)

Y minimizando la funcién adecuada para cada estimador, se obtiene el ancho de banda 6ptimo

hpeoy = argmin BCV;(h), i=1,2
h>0

2.4.2. Plug-in

El método de seleccion del ancho de banda plug-in, se desarrolla del ancho de banda 6ptimo del
error cuadratico medio integrado asintético (2.15). En este caso, como en el anterior, se desarrolla

una estimacién para R(f") que es desconocido.

Para ello, se realiza el desarrollo de la norma Lo de las derivadas de una funcién de densidad f a
la que le suponemos la regularidad suficiente. Esto no es estrictamente necesario para el caso de

estudio aqui presentado pero resulta de interés a la hora de obtener una expresion general.

Integrando por partes r veces se obtiene,
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R = [ 10 P do 1O )|

—00

‘/ﬂ“%@ﬂ”%@m:

1O (@) =u
£ (@)de=dv

‘/ﬂ“%@ﬂ”%@m: —

f(wrl) (z)=u
FU=Y(z)do=dv

+ [ Fr D@D @) = = (-1 [ @) @)

que se corresponde a la esperanza del la 2r—ésima derivada de f. Por lo tanto, cuando r es par,

_ f(r+1)(x)f(r—2) (x)‘oo

/}uﬁwuwx=mﬂwxn=w

Teniendo en cuenta el caso particular r = 2 en el que R(f") = 14, (2.15) se puede reescribir como,

MK>>é

p3(K)an (2:30)

hamise = <

Como se ha comentado 14, = E[f*)(X)] por lo que el estimador natural de 1), serfa

Zf‘* (Xi39) = nizn:zn:ﬁ)x X;) (2.31)

donde L es una funcién de tipo nicleo posiblemente distinta de K y g es un ancho de banda piloto.
Nosotros consideraremos que L es una funcién de densidad simétrica. El caso mas general en el que
L es un nicleo distinto de K simétrico respecto del origen de orden superior r = 2n para n > 1

puede consultarse en (Wand y Jones, ) en la seccién 3.5.
Impondremos las siguientes condiciones sobre el kernel y el ancho de banda pilotos.

= [ es un kernel simétrico de orden k, k = 2,4, ..., derivable r veces tal que

r+k

> T LO(0) (L) > 0

(=1

= Para p >k, f es una funcién de clase CP con lim, 4o f®) (z) =0

= Kl ancho de banda piloto g, es una secuencia de ntimeros positivos tal que

2r4+1

gn — 0, ng, 7 — oo cuando n — o0

En este punto, problema radica en la eleccién del ancho de banda éptimo. Una opcién para ello
resulta de la minimizacién del error cuadratico medio asintético de la estimacion 4 ya que estamos

estimando un escalar y no una funcién.

En este punto como en la seccién (2.2.1) se requieren ciertas propiedades para poder calcular el

error cuadratico medio asintético de 1)y4.
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Teniendo en cuenta que
T ks K 1 T
b= G )4 S S - ) = L0+ 53 S - )

por lo que,

n

E[,] = %;5;)(0) + E[Z S L - Xj)] - %Lgp (0) + %n(n ~1)E [Lgr)(Xl - XQ)} -

i=1 j=1

JFi
_ 1 L0 ! DE|LO) (X, — X
= g ()+ﬁn(n—) g (X1 —Xo)

Asi calculando la esperanza del término estocastico en la ecuacion anterior,

B[ (6 - X0)| = [ [ L5 - 5@ ety = [ £ [ 1§ - )0y =

= /f(x)/Lg(x—y)f(r)(y)dydx w_;ﬂu//Lg(gu)f(v+gu)f(r)(v)gdudv _

f(w+ gu) fT (v)dudv = (v )+ 59 2t f" (v) + o(g?) ) dudv =
=[x [ [reasoo (s )

= [ 1901w [ Dwdudo+ 56 [ 1005 @) [ L@+ 0" -

— [ 10000 + 3oPu(L) / FO@F (@) +0(g") = . + 56%a(L)bisz + O(g")

Por tanto, el sesgo de 1&, es

L0~ b = 220+ e+ (1= 1) gD +0(6") =

n
1

1 (2.32)
- EL;(;T)(O) + 592M2(L)¢r+2 +0(g")

Ahora es necesario el cdlculo de la varianza de v,.. Para ello, se desarrolla la varianza de la siguiente

manera,
; 1 SN 0 2 SN0
Var(d,) = —Var( 3 3 LG - X)) = SVar (Y DL - X)) =
i=1 ;2 i=1 j>i
= 34 3OS Var(L(Xi - X)) + 2— Z >N Cov(L(X; — X;), LI(X; — Xy)) =
n i=1 j>1 i=1 j>i k>j
= —nln - DVar(L{) (X1 — X2)) + %n(n —1)(n —2)Cov(LY) (X1 — X2), L) (X2 — X3)) =
2 4
=3 (n— 1)Var( (X — X)) + ﬁ(n —1)(n-— 2)Cov(L§T)(X1 — X5), Lgr) (X2 — X3))
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Entonces,

E L’“ // dacdy—// (y)dxdy =
xr= U_vgu

// r) gu fv+ gu)gdudv = e 1//L(r) F(o + gu) f(v)dudy =
:TH// (w)?(f(v) + o(1)) f(v)dudv =

1
= 27+1// dudv+o(92 +1)
1 1

1
- g2r+1 /L(T) du/f dv+0(92r+1) gQTHR(L(T))R(f)—i—O(W):

1 , 1
= g2+t R(LM ) +0(92T+1)

Por otra parte,

E[LO) (X, — Xa)L0(Xa — Xo)] = / [ 1@ 01w - 7)) (Ndodyd: =
x)dx

/f / /L 2)dzdy =
:/f / dx/Lg — 2)f0) (2)dzdy =
W [ 1t

L (z

/ / / (@ =) Lg(y — 2)f 7 (2) f(2) f (y)dwdyd= -

/ / / 0) fO(w + ) f (w — ) f(w)dudvdw =

/// V) (f7(w) + o(1)) (ST (w) + o(1)) f(w)dudvdw =
:/ / wWdu / O () f(w)dw + o(1) =

/ ) ()2 fw)duw + o(1)
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E[L{7)(Xy — X)L (X2 — X5)] = //Lé’")(x —y) L (y — 2) f (@) f(y) f(2)dadydz =
— [ 1w [ 196~ ps@ds [ L0 - 2 dzdy =

:/f Yy / g@—y)f )(ac)da;/Lg(y_Z)f(r)(z)dzdy:
:/f(y)/Lg(x_y)f(r)(x)dx/Lg(y—z)f(”(z)dzdy:

— ///Lg(I — y)Lg(y — Z)f(r) (I)f(r)(z)f(y)dxdydz o iJru

yw

/// ()£ (w + u) £ (w — v) f (w)dudvdw =

/// V) (fO(w) + o(1))(f 7 (w) + o(1)) f (w)dudvdw =
- e / Wi [ 10w fwido -+ o(1) =

/fm wydw + o{1)

Resumiendo los cédlculos anteriores se obtiene,
2 4

Var(i,) = —(n- WWVar(L{(X1 — X2)) + — —(n—=1)(n— 2)Cov (L) (X1 — X2), LV (X2 — X3)) =
2 T K
=S -1) (E[Lg )(X1 — X2)?] —E[L{D (X1 — X3)?] ) +

+ %(n —1)(n—2) (IE (L) (X1 — X)L (X — X3)] —E[L) (X - XQ)Q]Q) —

(r)
= =D (R(g@ﬁ% - wf) + sl —1)(n—2) ( [ 0@ @ - w?) =
(r)
—2( G- St 4 (- ) [ 10 e
1 3 2 1 1
‘4(n‘nz+ns+znz‘)w2=
2 1

(r 2
2T+1n2 ) /1/10 + — /f df[ - 7w (92T+1n2 + ﬁ)

Con todo esto, podemos escribir el error cuadratico medio de ),

2
MSE($,) = (nL(T)(O) + 19 pa(L )¢r+2> + ﬁR(LmWWr

(2.33)
£ ([ 1O @z —92) + ol gy + 1)+ O(P)
- z) f(z)dx — 7 0 ety g
Por tanto, el error cuadritico medio asintético, (AMSE)!
- 1 1 ?
AMSE(¢,) = (n L (0) + 29%2( )wrw) + 57 QTHTLQ Npo + — ( / FO () dx_¢2>
(2.34)

hDe sus siglas en inglés: Asymptotic Mean Squared Error
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El ancho de banda 6ptimo resulta de minimizar el término del sesgo en (2.34). Asi,

1 1 1
LO(0) + 50°pa(L)raz = 0= ——LO(0) = 59" 2 pn(L) 12

2
IR
np2 (L) 4o

ngr+1

LM (0) = g2

Por tanto,

2L [RiaE
©) ) (2.35)

Jamse = (_ np2(L)hr 42

Por lo tanto, el problema que resulta de este calculo, es el siguiente: Si se quiere estimar 1,- mediante
z@r(gz M sp) resulta necesario estimar ¢),.4o. La solucién a este problema se basa en insertar to plug-

in una estimacién simple de .- en un punto.

Asi se genera el estimador plug in en [ estapas, dependiendo en qué [ estimemos suponiendo que
f sigue una distribucién normal para estimar tyo;. Asi, siendo f(z) = ¢,(z — u) la funcién de

densidad de una variable aleatoria N(u, o), para r par,

Yy = R(FD) = / 60 (& — )l (& — p)de =

T=Y+p

= / o () (y — p+ p)dy = / O () (1 — e — y)dy =

= (8 * ¢5)(0)
Teniendo en cuenta que (65 %65 (x) = 6% (x) y que 6" = (~1) =Ly 2! cuyas demos-
traciones se pueden encontrar en (Aldershof y col., ), se obtiene
—1)z7!
Yr = %
w1 (20) 1 (3)!
El problema radica en la estimacién de . Como apuntan (Silverman, ; Wand y Jones, )
o mds recientemente (Garcia-Portugués, ) empleamos como estimador el minimo entre la

desviacion estandar de la muestra, s, y su rango intercuartilico estandarizado para evitar la posible

influencia de valores atipicos.

5 — mind s X(0,75n] — X[0,5n]
»$-1(0,75) — ®-1(0,25)

Asi, obtenemos distintos estimadores de tipo plug-in.

Plug in de 0 etapas: ‘Rule of thumb’ o regla general. Este caso resulta de estimar R(f") =
14 asumiendo que f es la densidad de una distribucién N (u, o). Es decir, inertamos

A 41
va = 72(26)52!  8r267

w
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que incluido en (2.30), se obtiene el ancho de banda éptimo plug-in de 0 etapas o el rule of thumb

. (setr)\
hPID_(?;m(KPn) & (2.36)

Plug in de 2 etapas: ‘Direct plug-in’. Es el caso presentado por (Sheather y Jones, ).

En este caso se estima g suponiendo normalidad en f de forma que,

oo 8L 105
® T r3(26)%4] 327349

por lo que podemos obtener g; para estimar 1 mediante

®(0) \°
= ZZK(G) Xi — X;) donde g1 = <_2K(0)>

i=1 j=1 Tl,[LQ(K)i,Zlg

asi, obtenemos g, para estimar 14 mediante

1

“(0) v
K(4> X, — X, dond = —2K(>
ZZ 9) donde g ( npia (K)o (g1)

y por tanto el ancho de banda 6ptimo

. Rrx N\
Pl (Mz(K)21/34(92)n> (237

2.4.3. Otros selectores del ancho de banda

Hemos destacado dos métodos basados en datos como son la validacion cruzada insesgada y sesgada.
Aun asi, hay otros métodos basados en los datos muestrales. (Silverman, ) propone un método
de validacién cruzada basada en la méxima verosimilitud que, salvo por una constante, es un

estimador insesgado de la divergencia de Kullback-Leiber entre la densidad real y su estimacién.

(Hall y col., ) el método de validacién cruzada suavizada (smoothed cross-validation) que puede

entenderse como un hibrido entre los métodos de validacién cruzada y los métodos plug-in. Este

método es equivalente al suavizado por bootstrap de (Faraway y Jhun, ; Taylor, ) como
menciona (Duong, ).
M34s recientemente (Mammen y col., ) desarrollan el método de validacién cruzada double-sided

que desarrolla una teoria asintética para ancho de banda creados como combinaciones lineales de

diferentes selectores de anchos de banda.

2.5. Comparacion empirica de los estimadores del ancho de banda

Como hemos comentado anteriormente, en general la seleccién de h mediante validacién cruzada
insesgada resulta en densidades excesivamente abruptas. Mientras que otros métodos tienden a

suavizar en exceso la funciéon de densidad. En este apartado queremos comprobarlo de forma
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empirica. Para comprobarlo empiricamente, se genera una muestra de n = 1000 observaciones que
provienen de una mixtura de normales, 0,3N(4,1) + 0,7N(7,1) cuya funcién de densidad viene

definida como

Fla) =03 ¢(z —4) + 0,7 ¢(z —7) (2.38)

Mediante la muestra generada se realiza la estimacion de la densidad de tipo ntucleo empleando

distintos nicleos y para los estimadores del ancho de banda presentados anteriormente.

Como se indica en el capitulo 7, el cddigo se detalla en los anexos II y III y es accesible y libre

para descargar en la pagina de GitHub que se detalla el capitulo 7.

Como ya hemos mencionado anteriormente y como resaltan muchos autores, la eleccién del Kernel
no es determinante a la hora de realizar la estimacién. Sin embargo, mostraremos aqui, como
realizar la estimacién empleando un Kernel Gaussiano y un kernel de tipo beta de orden 3 que se
corresponde con el nicleo Triweight. Cuando consideramos este segundo ntcleo, en la estimacién

plug-in del ancho de banda, consideraremos un kernel piloto normal.

Consideraremos la densidad que hemos mencionado anteriormente y mostramos la muestra alea-

toria que ha sido generada.

Densidad real y elementos
de la muestra

025 1

020 1

0.15 1

0.10 1

0.05 1

0.00 1

Figura 3: Representacién de la funcién de densidad de (2.38) y la muestra aleatoria generada en

forma de puntos de color verde

Ejemplo 1. Empleando un niicleo normal

Empleando un ntcleo normal obtenemos las siguientes estimaciones de f,
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Estimacion de la densidad con distintos
anchos de banda y nidcleo normal

040 — flx)
Danse=0.437
hiey=0.189
0 haey=1206
hg,, =0.697

030 hy, =0.565

h,=0.498

Figura 4: Representacién de la funcién de densidad de (2.38) y la estimacién de tipo niicleo mediante
un nucleo normal para una muestra aleatoria simple de tamano 100. Se ha realizado una estimacién

de f considerando los anchos de banda considerados en el capitulo.

Se puede comprobar cémo conociendo la densidad f se puede minimizar el error cuadratico medio
integrado asintético obteniendo la estimacién més cercana. Por otro lado, vemos como el estimador
del ancho de banda obtenido por validacién cruzada insesgada es infraestima el valor de h¥y,;;95

resultando en una funcién demasiado abrupta.

De la misma manera, se puede observar como el estimador de plug-in sobrestima el parametro h

sistematicamente el ancho de banda 6ptimo haciéndose este mayor al considerar mas etapas.

La ventaja clara de los métodos de plug-in es la rapidez en su calculo. El hecho de que los métodos
de validacién cruzada tienen que estimar sus parametros sobre una malla de valores posibles de h
los hace computacionalmente muy pesados. Ademds, es recomendable realizar la minimizacién de
dichas funciones mediante una malla pues al realizar su minimizacién se pueden hallar minimos

locales como se ha comentado. Las funciones BC'V y UCV del ejemplo anterior son las que siguen
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Minimizacion de las funciones

UCV y BCV
03 y

— BCWVih)
UCV(h)
0z

01

0.0

-0.1

000 025 050 075 100 125 150 175 200
h

Figura 5: Representacién de las funciones BCV (h) y UCV (h)

Para indagar en este aspecto més en profundidad, se generan 10 muestras aleatorias de n = 100 de
una distribucién con funcién de densidad (2.38). Se realiza la seleccién del ancho de banda éptimo
para cada muestra para poder comparar las distribuciones de los selectores del ancho de banda

*
con respecto a hy sk

Asi se puede dibujar el diagrama de cajas de h}; — hi ;95 Para cada uno de los métodos M

calculados para cada una de las muestras.

Comparacion de los distintos
anchos de banda optimos

12

10

08

0.6

04 '__I__|

02 & T = @ @ %
]

0.0

ucv BCvV Pl Ph PL Pl

Figura 6: Diagrama de cajas para representar la distribucion del ancho de banda éptimo obtenido
mediante cada uno de los métodos expuestos anteriormente respecto del 6ptimo. Se han generado
100 muestras de tamano n = 100 sobre las que se han estimado los anchos de banda 6ptimos con

cada uno de los métodos.

Se puede comprobar que tanto la validacién cruzada insegagada como el PI de 2 orden dan resul-

tados mas cercanos al valor 6ptimo si bien PI resulta en una variabilidad de los datos muy inferior
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al UCV. Esto, junto con la eficiencia computacional de PI pueden llevarnos a preferir el estimador

PIL

Se puede observar como los estimadores de validacién cruzada ofrecen una mayor varianza en
cuanto a la estimacién se refiere. Por otra parte, la variabilidad del selector es mayor cuantas mas

etapas se consideran en la estimacién de plu-in.

Por otra parte, se puede comprobar céomo el selector de plug-in de menos etapas sobrestima sis-
tematicamente el ancho de banda 6ptimo, problema que se mitiga al considerar mas etapas a

cambio, eso si, de aumentar la variabilidad de la estimacion.

Por lo general y debido al coste computacional de los métodos de validacién cruzada, escoger un

método de plug-in de 2 etapas suele ser comun.

Ejemplo 2. Empleando un nicleo triweight

Repetimos el mismo anélisis empleando el nucleo triweight para la misma muestra generada por

(2.38). Se obtienen las siguientes estimaciones de f,

Estimacion de la densidad con distintos
anchos de banda y ntcleo triweight

— f(x)
nse=1.053
h;jcy=1.003

h3e,=0.355

030 h,=1.910
h;,=1896
h,=0.635

Figura 7: Representacién de la funcién de densidad de (2.38) y la estimacién de tipo nicleo mediante
un nucleo de tipo triweight para la misma muestra aleatoria tamano 100 generada en el ejemplo
anterior. Se ha realizado una estimacion de f considerando los anchos de banda considerados en el

capitulo.

La interpretacién de los anchos de banda es similar a la realizada en el caso normal. Obtenemos
que el estimador por validacién cruzada insesgada estd infraestimando el valor del ancho de banda

optimo mientras que el resto estan sobrestimandolo.
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Para indagar en este aspecto méas en profundidad, se generan 10 muestras aleatorias de n=100 de
una distribucién con funcién de densidad (2.38). Se realiza la seleccién del ancho de banda éptimo
para cada muestra para poder comparar las distribuciones de los selectores del ancho de banda

*
con respecto a hiyyrsE

Asi se puede dibujar el diagrama de cajas de h}; — hii,;;9p para cada uno de los métodos M

calculados para cada una de las muestras.

Comparacion de los distintos
anchos de banda dptimos

5 I

1 = = o T
o = — —

ucv BCV Pl Ph PL Pl3

Figura 8: Representacién de las funciones BCV y UCV

Se puede observar como el estimadores de validaciéon cruzada sesgada ofrecen una mayor varianza
en cuanto a la estimacién se refiere. Esto es debido a que en la mayoria de casos, el estimador
acababa en el limite inferior o superior de la malla considerada para su anélisis. Por otra parte, la
variabilidad del selector es mayor cuantas més etapas se consideran en la estimaciéon de PI como

habiamos mencionado en el caso anterior.

En este caso resulta llamativo que las estimaciones del ancho de banda PI siempre sobrestiman el

ancho de banda éptimo y lo bien que ajusta el método de validacién cruzada insesgada.
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3. Estimacion de la densidad multivariante tipo nicleo

En el caso de la estimacién de la densidad multivariante de tipo nicleo es andloga a la presentada
en el capitulo anterior con la diferencia de que las observaciones consideradas no son escalares,
sino que son vectores de dimensién 2 o mayor. El objetivo es el mismo, haciendo el menor niimero
posible de asunciones sobre la funciéon de densidad de la distribucién que ha generado la muestra,

se trata de estimar dicha densidad. En este caso, f es una funcién vectorial.

3.1. Definicién del estimador

Sea X1,...,X,, una muestra aleatoria d-dimensional procedente de una distribucién de probabili-

dad (multivariante) continua con funcién de densidad f.

El estimador de densidad de tipo ntcleo se define como:
N 1 e _1
f@H) = —|H Y K (H @ - X))) (3.1)
i=1

donde K, el niticleo, es una funcién integrable que satisface fK(a:)dw =1y H, es la matriz de

ancho de banda. La matriz H es una matriz positiva definida simétrica de tamano d x d.

Se puede reescalar la funcién nicleo mediante el cambio de variable u = hz. Asi se puede comprobar

que el niicleo reescalado, Kg(x) = |[H|"2 K(H2x), sigue cumpliendo la propiedad de niicleo

/KH(u)du: |H| 2 /K(H’%u)du |H|: /K(H*%H%wnm%dm = /K(w)dw =1
2x

u=I;
Por tanto, se puede reescribir el estimador de densidad de tipo niicleo (3.1) de forma més compacta
como:

fla; H) = 1 Y Ky (xz- X)) (3.2)
Como en el caso univariante, en el multivariante, la tnica condicién que se le exige a la funcién
nicleo es que tenga integral unitaria. Sin embargo, en lo que sigue se considerarda que K es una
funcién de densidad esféricamente simétrica. Del teorema 4.1 en (Fourdrinier y col., ) vemos
que esto se traduce en que la distribucién condicional del vector aleatorio & dado un radio, ||z|| = r,

es la distribucién uniforme sobre una esfera de radio r.

Como seniala (Chacén y Duong, ), el estimador de densidad de tipo nicleo tiene dos posibles
interpretaciones. Para un punto « el estimador puede ser considerado una media ponderada donde
el peso de X; disminuye cuando la distancia a & aumenta. Por otra parte podemos considerar que
se estd extendiendo una masa de probabilidad acorde al nticleo reescalado en los puntos donde esta

cada observacion.
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Figura 9: A la izquierda se puede ver la funcién de densidad de una mixtura de normales

03N ((Z) : (f 1)) +o,7N ((i) : (2"‘8 zz» A la derecha en naranja los elementos de la muestra (n=50)
obtenida de la distribucién anterior, en gris las curvas de nivel asociadas a la densidad de una
normal N (0, I) desplazada a cada uno de los elementos de la muestra y dividido por el ndmero
total de elementos de la muestra. Por 1ltimo los niveles de color indican la suma de las funciones

ntcleo situadas en cada elemento de la muestra.

La construccién de las funciones de tipo nicleo multivariante se puede realizar de distintas formas
como mencionan (Hérdle y col., 2004). Asi, la forma més sencilla de crear una funcién de kernel

multidimensional resulta del producto de d nicleos univariantes

Kp(xl,...md):HK(xi) (3.3)

el problema que presenta estd aproximacion es que en el caso de funciones con soporte compacto,

el soporte del ntcleo es un hiperrectangulo.

Otra forma de obtener funciones de tipo kernel multivariantes de funciones univariantes es consi-

derar
K5(x) = K(||lz) (3.4)

donde ||z|| = VxTx. Asi, en el caso de funciones con soporte compacto, el soporte del niicleo es
una hiperesfera y por tanto son funciones de ntcleo esféricamente simétricas. Esto lo pone de ma-
nifiesto Langrené y Warin, 2019 ya que para el método de estimacién de densidades multivariantes
que proponen, es necesario que el soporte de la funcién ntcleo sea un hiperrectangulo y no una

hiperesfera.

29



Nucleo Beta Esférico Nucleo Beta Producto

de orden 2 de orden 2
1.00 1.00
0.75 0.75
0.50 0.50
0.25 0.25
0.00 0.00
—0.25 A -0.25 |
—0.50 A —0.50 A
—0.75 1 -0.75 1
-1.00 . . . -1.00 . . .
-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 10: Se muestranlas curvas de nivel para el nicleo Beta bivariante de orden dos. A la

izquierda, como nucleo esférico y a la derecha como producto.

Notese que el nicleo creado a partir de la funcién de densidad normal multivariante, es esférica-

mente simétrico lo creemos de cualquiera de las dos formas ya que,

d
1 1 1T
K(;(;):H H = H -3 = §Z§:1z§:—e—§m z
i /_27r d/2 )d/z (2)d/2

reescalando dicha funcion obtenemos la funcién nicleo mas ampliamente utilizada, el ntcleo nor-

mal, que se corresponde con la funciéon de densidad normal en d dimensiones,

1 1
Ku(x — X, —Xp< x—XiTH_lw—Xi)
(@ X0) = o (5@ - X0 H @ - X)
Teniendo esto en cuenta, podemos establecer la familia de funciones ntiicleo beta como producto

de funciones nicleo marginales univariantes,

d
KP(a;r) = T = 2) 11y <1y () (3.5)
i=1
donde, como en el caso univariante, ¢, = ngif(}n),')z = B& +11 72) siendo B(a,b) = % la funcién

beta.

De la misma manera, podemos obtener funciones de tipo ntcleo esféricamente simétricas de la
familia beta,

K(x;r)=Cr(1 - a:Tac)’"l{mngl}(as) (3.6)

siendo el coeficiente C, = m tal como lo calcula (Duong, 2015) para dar una férmula

cerrada para la generalizacion del nicleo multivariante de la familia beta al caso esféricamente

simétrico. vg = V4(1,0) = F(”; fl) es el volumen de la hiperesfera de dimensién d y radio 1
2

centrada en 0.
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Nucleo Beta Esférico
de orden 1

0.500
@ o
0.250

0.125

T —

Wsh
B

i

1,00-0.75-0.56-0.250.00 0-25 0.50 0.75 1.00

Nucleo Beta Esférico
de orden 2

0.500

* -

0.250

0.125

_1.06-0.75-0.50-0.250.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Nucleo Beta Esférico
de orden 3

6-0.250.00 0.25 0.50 0.75 1.00

~1.00-0.750.5

0.500

0375

0.250

0125

0.000

Figura 11: Se muestran tanto la superficie como las curvas de nivel para el nicleo Beta bivariante

esférico.

Generalizando al caso multivariante, denotaremos las funciones nicleo esféricamente simétricas
Kg(x;r) para r = 0,1,2,3 como las generalizaciones multivariantes uniforme, Epanechnikov,

Biweight y Triweight respectivamente.
Nosotros, durante el resto del trabajo supondremos que el niicleo es esféricamente simétrico.

Ademads, podemos considerar otras de funciones de densidad asociadas a distribuciones que cum-
plen dicha propiedad como la distribucion t de student multivariable o la distribuciéon de Laplace

multivariable entre otras.

En el caso multivariante, la matriz de ancho de banda ofrece una clase de posibilidades mas rica que
en el univariante. Asi en este caso pueden considerarse distintos conjuntos de matices a considerar

para la modelizacién del ancho de banda.

La opcién maés simple es la de considerar matrices diagonales. Asi, considerando matrices del

conjunto A = {h%I, : h > 0}el estimador se reduce a
R 1 <& xz— X;
=S g (E-A

En este caso, como menciona (Duong, 2004), serfa necesario una estandarizacion de los datos antes
de realizar la estimacién de tipo kernel, para después recuperar la original con la transformacién

inversa.

Una clase mas flexible de de matrices diagonales permite valores distintos entre dimensiones si bien

no permite correlacién entre las mismas, D = {diag(h?,...,h2) : h1,...,hq > 0}

La clase mas flexible de matrices es la de matrices simétricas definidas positivas sin restricciones

que se denotan por F = {H €¢ My: H >0,H=H"}
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Kylz) = dg () con H=1 Ku(@) = éu(@) con H={ | Kule) = églz) con H =
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Figura 12: Efecto sobre la funcién ntcleo de tipo normal de matrices de anchos de banda pertene-

cientes a las clases mencionadas anteriormente. a) H € A,a) H € Dyc) H € F.

Kyl@) = ful@.r=1) con H =1

Figura 13: Efecto sobre la funcién nicleo de tipo beta esférico de orden r de matrices de anchos de

banda pertenecientes a las clases mencionadas anteriormente. a) H € A, a) H e Dyc) H € F.

3.2. Propiedades tedricas

El analisis de las propiedades tedricas exactas es completamente andlogo al del caso univariante.
La diferencia con el caso multivariante reside en el calculo de las expresiones asintéticas, que si
paralelas al del caso univariante, resultan mas tediosas en cuanto a la notacién y la intuicién de

las mismas.

Se desarrollan las expresiones como en (2.2) si bien los desarrollos como hemos comentado ante-

riormente varfan tinicamente en la notacién vectorial de los argumentos utilizados.

Es necesario establecer ciertas consideraciones que conciernen a la notacién empleada de aqui en

adelante en lo que respecta al estimador de densidad de tipo nticleo multivariante.

Abusando de la notacién, se emplea la expresion f f(x)dx para hacer referencia a fRd f(x)dx como

en (2). El espacio de integracién queda claro en cada caso de la dimensién del integrando.

En el caso multivariante, la distancia L? de una funcién vectorial, f : R¢ — RP, se define como la
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matriz de dimensién p x p
R(f) = [ f@)f(e) do
mientras que en el caso de funciones f : R? — R la notacién resulta consistente como en la seccién

anterior,

R(f) = / f(x)?d

Por otra parte en el desarrollo asintético sera necesaria la establecer de forma sistemaética las
derivadas parciales de orden r. Se seguira la notacién propuesta por (Chacén y Duong, ). Asi,

el operador diferencial de orden r se define a través del operador diferencial D,

T
p-(2 .9
(93}1 al‘d

como el producto de Kronecker de D 7 veces consigo mismo, D®". Asi,
D®? = D® D = vec(DDT) = vec(H)
donde H es la matriz Hessiana ya que esta puede expresarse como H = DDT.

Con estas consideraciones, se pueden desarrollar las propiedades del estimador de densidad de tipo

nucleo multivariantes.

En el caso multivariante, el error cuadratico medio del estimador de densidad de tipo nicleo, el

error en un punto se define de la misma manera que en el caso univariante
. R 2
MSE [j(e 1) = 5 [(fasH) - 1(@)
que puede descomponerse mediante el sesgo y la varianza del estimador de la siguiente manera
~ ~ 2 ~
MSE [f(z; H)| = (E[f(z; H)| — f(2)) + Var (f(a: H))
= sesgo? (f(:c, H)) + Var (f(m, H))

Para obtener el calculo del error cuadratico medio en un punto, en primer lugar se debe calcular la

esperanza del estimador en un punto. El cédlculo es completamente analogo al caso unidimensional
" 1< 1<
E [f(a:;H)} =E |- Knle-X)| = -E|Y Knle-X;)| =
n n
i=1 i=1

= %nE (Kp(z— X1)] = /KH(w —y)f(y)dy = (K * f)(z)

(3.7)

En el tercer paso se ha tenido en cuenta que {X;}7 ; son vectores aleatorios idénticamente distri-
buidos de una distribucién cuya funcién de densidad es f. Como puede observarse, la esperanza se
reduce a la convolucion entre el nicleo y la funcién de densidad generadora de la muestra. Asi, el

sesgo puede escribirse como,
sesgo (f(@: H)) = (Ku + f)(@) - f(@)
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Por otra parte, el calculo de la varianza también es idéntico al caso univariante,
R 1 n
Var(f(:c; ) Var( ZKH z—-X ) :ﬁVar (ZKH(sz)> =
i=1

— ZVar (K (z — X;)) = %Var (Kp(x - X;)) =

=1

(B [K3 (@ - X0)] — B [K(@ - X0)]") =

Sle 3=

</ Ki(x—y)f(y)dy — (Ku * f)z(m)> _

= (K (@)~ (Kn + (@)

en el tercer paso se ha tenido en cuenta que las variables de la muestra son independientes y en el

cuarto que provienen de la misma distribucién de probabilidad.

Por tanto, el error cuadrético medio quedaria como:

MSE (flaiH)) = (K3 (@)~ (Ka = £)%@) + (Knx @)~ f@)F (39)

Igual que en el caso unidimensional, puede que el interés resida en las propiedades globales del
estimador mas alla de las locales. Para ello, se integrar el error cuadratico medio en R™ y obteniendo

una medida del error del estimador global.

Por tanto, el error cuadratico medio integrado del estimador de se define como:

MISE (f(a:;H)) - /MSE (f(a:;H))Zdw - o1
:/sesgo (f(a:,H)) dw—i—/Var (f(:c,H)) dx

asi, de (3.9) podemos integrar la expresién del error cuadratico medio

M1SE (i #)) =+ [ (ks @)de— - [(Kar« fP@de+ [ (0 (@) - Fla)* do =
_ %/(Kﬁ, « f)(@)dz — %/(KH s )} (z)dz
+/(KH*f)2(w)dw—2/(KH*f d‘”+/f
_ %/(K%, « f)(x)dz + <1 - i) /(KH * [)*(z)dx

_ 2/(KH « f)(2) f(z)dx + R(f)

El primer término a su vez puede reescribirse de la siguiente manera:

vt p@a = [ [ Ka@ - dydw—f//KH 2 — y)dady =
— [ K4 [t - ydedy = [ Kawiiy -
= [ (Ey) iy = o [ 1wy =

1 9 1 1 9 1
= TH] /K (z)|H|2dz = T /K (2)dz = rHﬁR(K)
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por lo que el error cuadratico medio integrado es:

MISE (f(w: H)) = —— R(K) + (1 - jl) / (K + f)2()da 2 / (K + f) (@) f()dz + R(f)

(3.11)

n|H|2

Como en el caso univariante se puede pretender obtener un valor aleatorio ligado a la muestra. En

este caso podemos calcular el error cuadratico integrado prescindiendo de la esperanza en (3.10).

18 (1)) = [ (Fai) -~ (@) da =

A A (3.12)
- / fw; HY? — 2f (2 H) () + f(2)*de

3.2.1. Propiedades asintéticas

Al igual que en el caso univariante, se realiza un estudio de sus propiedades asintdticas. Asi,
desarrollando los primeros momentos del estimador se pueden obtener expresiones que dependen

del ancho de banda de una manera mas sencilla para muestras grandes.

De la formulacién de las derivadas mostrada anteriormente, es necesario establecer una formulacién
para la expansion de Taylor multivariante para una funciéon derivable r veces

T

fl@+a) = 3" 5 D% f(@)a® + ofjal)

j=0""

En este sentido, se requieren ciertas propiedades de regularidad en la funcién de densidad f,
de la funcién nucleo y de la secuencia de matrices de ancho de banda para poder realizar los
correspondientes desarrollos. Las condiciones son completamente andlogas a las desarrolladas en

la seccién 2.2.1.

= f es cuadrado integrable y diferenciable dos veces con todas sus derivadas de segundo orden

acotadas, continuas y cuadrado integrables.

= Las matrices de ancho de banda H = H, es una secuencia de matrices definidas positivos
tal que

vec(H) — 0, n*1|H|*%—>O cuado n — oo

= K es una funcion de densidad esféricamente simétrica con momento de orden dos finito. Esto

se traduce en
/zK(z)dz =0 y /z®2K(z) = pa(K)vec(1q)

donde ps(K) = [22K(2)dz Vi=1,...,d.

Teniendo en cuenta la definicién del estimador de tipo niicleo (3.1), su esperanza se puede expresar
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de la siguiente manera partiendo de (3.7),
~ 1
Blf@ i) = [Kn@-wiwdy = [KnEiofe- HinH| d -
y=x—H2z

:/\H|*%K(H*%H%z)f(a:fH%z)|H|%dz:/K(z)f(m—H%z)dz

Ahora, desarrollando f(z — H=z) en torno a x
flw— Hz) = [() - Df(a) Hiz + 5D () (H12)* + of jvecH]|)
se obtiene
B[ fei b)] = [ K2 (f(w) - Df(@)"HYz 4 D (@) (H2)® + o<||vecH|>) dz =

= f(ac)/K(z)dz — Df(x)"H?> /zK(z)dz+

+ %D@f(a:)TH%W /z®2K(z)dz + of||vecH]) =
— f(@)+ 5D (@) HE [ 2K ) 4 o oecH]|) =
= f(x) + §D®2f<w>TH%®2m(K)vec(Id) + ol [vecH) =
= () + 5D (@) o (K vee(H) + of fuecH])

en el penidltimo paso se ha tenido en cuenta que [ K(z)dz = 1 por ser una funcién de densidad
de probabilidad y [zK(z)dz = 0 por ser simétrica y estar centrada en el origen. Ademds se
han empleado dos propiedades sobre el producto de Kronecker. En el paso 2, se ha empleado la
propiedad (A ® B)(C ® D) = AC ® BD para desarrollar, (H22)® (H2z) = (H? @ H?)(2 ® 2).
Por otra parte, en el 1ltimo paso se ha empleado la propiedad vec(ABC) = (CT @ A)vec(B) para
reescribir (H? @ H?)vec(Iy) = vec(H2I;H?) = vec(H). Las demostraciones de las propiedades

del producto de Kronecker pueden consultarse entere otors, en el capitulo dos de (Graham2018).

De este desarrollo es inmediato establecer una formulacién simple para el sesgo del estimador ya
que

E [Fw: H)| ~ f(2) = ;D% f(@) o (K )vec( H) + of [vecH]) (3.13)

Asimismo, para calcular el error cuadratico medio integrado, es necesario calcular el cuadrado del

sesgo integrado.

/sesgo (f(m, H))2 der = iug(KV /vec(H)TD®2f(w)D®2f(:c)TUec(H)dw + o(||vec(H)||?) =
1

= Z/,LQ(K)Z’UGC(H)T / D®? f(x)D®? f(x)" dzx vec(H) + o(||[vec(H)||*) =

= La(K)Pvec(H)T R(D f)vec(H) + of oce(H)|?)

(3.14)
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Teniendo en cuenta que Df(x) ® Df(x) = vec(Df(x)Df(x)T) = vec(H f(x)) donde H representa
la matriz Hessiana y que como vec(A)Tvec(B) = tr(AT B) entonces, tenemos que vec(H)Tvec(D®?) =

tr(H H) y por tanto, el sesgo al cuadrado integrado, se puede reescribir como,

/sesgo (f(:z:, H))2 dxr = iﬂQ(K)z /vec(H)TD®2f(ac)D®2f(a:)Tvec(H)dw + o(||vec(H)||?) =

— (K0P [ tr(HH @) d + ol vecCHD)P)

(3.15)

Alternativamente, como mencionan (Chacén y Duong, ), se puede dar una formulacién alter-
nativa a (3.14) y (3.15). Partiendo de (3.14) teniendo en cuenta que vec(H)T R(D®? f)vec(H) €
R,entonces, vec(H)T R(D%? f)vec(H) = vec(vec(H)T R(D®? f)vec(H)) y haciendo uso de la pro-
piedad que se ha mencionado anteriormente vec(ABC) = (CT @ A)vec(B) tenemos,
R 2 1
[ sesso (#(as ) e = a2 vecl BT ROD fyuec(H) + o fuec FDP) =

(3.16)
= 2 (K)?(vec(H))#?vec(R(D®* f)) + o(|[vec(H)||)

ISR

Como se ha hecho en el caso univariante, también se desarrolla el término de la varianza del

estimador

Vor (i) = & [ Knnle - yP sy - 8 [fwim)] =

y=z-H3z
/KH fl@— HY2)|H|* dz—%(f(a:)Q—f—o(l)):
— > [ KaH D) fo - Hin)|HIEdz (@) + o) =
= LHHE [ K26 - BRI - LR o () -
= LHI [ K@)+ o)dz ~ @ o (1) =
— LIHIE F@R(6) +o (111

en la ultima igualdad se ha utilizado el hecho de que % f(z)? + 0(%) es de orden menor a

o(n"!|H|~2) ya que como hemos supuesto que vec(H) — 0 entonces |H| — 0.

En este punto, el cdlculo de la varianza integrada necesaria para el cdlculo del error cuadréatico

medio integrado es inmediato ya que solo f(x) depende de x,

/Var (f(az;H)) da = /%|H|_%f(w)R(K) +o (711|H‘5> da =

LHIRE) [ St o (LH] ) - (318)

1 1 1 1
_ |H|zR<K>+o(|H2)
n n
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Teniendo en cuenta la descomposicion en la suma del cuadrado del sesgo y la varianza del error
cuadrdtico medio, teniendo en cuenta (3.13) y (3.17), obtenemos el error cuadrdtico medio del

estimador

MSE ( f(z; H)) - i 112 (K ) 2vec(H)T D2 f () D22 f (2) Tvec(H)+

1 1 (3.19)
4 LHI @RS + o (SIHI + oee(ED?)

Y de igual manera, con (3.10) y los desarrollos del sesgo integrado (3.14, 3.15 y 3.16) y la varianza
integrada (3.18) del estimador, el error cuadratico medio integrado del estimador se puede formular

de la siguiente manera

MISE (f(+H)) = i,ug(K)Q /tr(HHf(:c))Qda: + %|H S R(K)+
vo (LI 4 fuectn)?) -

= iﬂg(K)Q’UBC(H)TR(D(ng)’UeC(H) + %|H|7%R(K)+

. 1 (3.20)
o (Jloeetn|? + 1171 ) =
= LK) (vee(H)T)*vec(R(D® ) + - |H|~* R(K)+
o (Jloeetn|? + 21F1 ) =
Asi, el error cuadratico medio integrado asintdtico
AMISE (f(.; H)) - %ug(K)Q /tr(HHf(a:))Qda: + %|H|’%R(K) -
. %ug(K)Qvec(H)TR(DW Fyoec(H) + %|H|‘%R(K) . (3.21)
1

= () (vee(H)T)#vec(R(D®2 ) + | H| =3 R(K)

Cabe notar la similitud entre la primera igualdad de la ecuacién anterior y (2.14). Mientras que
en el caso univariante tenfamos un término R(f”), en el multivariante tenemos la integral del

cuadrado de la traza de la matriz Hessiana multiplicada por H.

3.3. El problema de seleccion del ancho de banda y ancho de banda
optimo
Como mencionan (Wand y Jones, ), a diferencia del caso univariante, en el caso multivariante

no se dispone de expresiones explicitas para el calculo de la matriz de ancho de banda éptima

AMISE en general.

Aun asi, restringiendo la seleccién de la matriz de ancho de banda a A podemos obtener expresiones

que simplifican (3.21).
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Suponiendo que H = h?I € A, podemos simplificar la expresién vec(H)T R(D®? f)vec(H) =
[vec(H)TD®? f(x)D®? f(x)Tvec(H )dz en (3.21).

Teniendo en cuenta que cada elemento del producto puede expresarse como (D®2f)Tvec(H) =

D®2 fTyec(h?1,), y que (D ® D) vec(I) = DT D = tr(H) donde H es la matriz Hessiana,
vec(H)T R(D®? f)vec(H) = /vec(H)TD®2f(ac)D®2f(m)Tvec(H)dm =

- / tr(H f(2))tr(H f (x))d = R(tr(Hf))

Con esto y teniendo en cuenta que |H|2 = |h2I,|"2 = (h**|I4])~2 = h~?, se puede reformular

(3.21) como

AMISE (f(e; H)) = Sus(K)?h* R (H ) + 2 R(K) (3.22)

En este caso, restringiendo H = h?I € A podemos obtener una matriz de ancho de banda 6ptima
AMISE,

HcA

que se reduce a encontrar el valor 6ptimo de h. Entonces, derivando (3.24) con respecto a h e

igualando a cero,

dAMISE ( Fla; h)) 4
— R(K)=0

= a(K)* R(tr(H)D® + ——r

por tanto, despejando h

1

. d R(K) o
hanise = (nug(K)R(tr(Hf))>

(3.23)

Observamos que h en este caso aumenta con el tamano de d, es decir la dimensionalidad del
espacio. Segun comenta (Garcia-Portugués, ), este hecho puede entenderse intuitivamente
como la necesidad de H ap/r5p de agrandarse para considerar entornos mas grandes alrededor de

X; a medida que aumenta el vacio del espacio RP.

Podemos considerar el caso mas general en el que H = diag (h%, ceey h?i) € D. Como en el caso
anterior, simplificaremos vec(H ) R(D®? f)vec(H) = [vec(H)T D®? f(x)D®? f(x)Tvec(H )dz en
(3.21).

Teniendo en cuenta que cada elemento del producto puede expresarse como (D®2f)Tvec(H) =
D®2 fTyec (diag(hi, ..., h3)), y que (D@ D) vec(H) = DTHD = tr(diag(hi, ..., h3) © H) donde
H es la matriz Hessiana. Nétese que tr(diag(h?,...,h3) © H) = 2?21 h2-2% Por tanto,

161%'
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vec(H)T R(D®? f)vec(H) = /vec(H)TD®2f(a:)D®2f(m)Tvec(H)da: =
= /(DTHDf(:r,))2dm =R(DTHDf) =

= R(tr(diag(h3,...,h3) © Hf))

_1
Con esto y teniendo en cuenta que |H| "2 = (H?Zl hf) = Hle h; ', se puede reformular (3.21)

como

AMISE (f(z: H)) = iug(K)zR(DTHD £+ R(K) (3.24)

nhy - ha

Como en el caso univariante, obtener una forma para H que minimice el error cuadratico medio
integrado asintético, no supone una ventaja en el calculo del mismo ya que este depende explici-

tamente en f que es desconocida.

(Chacén y Duong, ) calcula HY ;;¢5 suponiendo distribucién para f. Asi, estudia el caso en el

que f de se distribuye de forma normal y el caso en el que lo hace como una mixtura de normales.

3.4. Métodos de seleccion automatica del ancho de banda

En el presente capitulo, se estudiardan los principales métodos empleados en la seleccion de la
matriz del ancho de banda siguiendo el enfoque no paramétrico del estimador de densidades de

tipo nucleo.

Como en el capitulo anterior, se presentaran las versiones multivariables de la validacion cruzada,

tanto sesgada como insesgada y el plug-in.

3.4.1. Validacion cruzada

Se realiza el desarrollo de los estimadores de la matriz del ancho de banda de validacién cruzada

que tienen una interpretacién andloga a los formulados en la seccién (77).

Validacién cruzada insesgada Como se hizo para el caso unidimensional, el objetivo es el de

minimizar el error cuadratico integrado con respecto a la matriz H.
Se desarrolla el error cuadritico integrado a partir de (3.12)
188 (1)) = [ Pa H)de —2 [ flos D f@yde + [ f(@)de

como puede observarse, el ultimo término de la ecuacién que se puede escribir como R(f) no
depende del ancho de banda por lo que, para obtener el ancho de banda que proporciona el menor

error cuadratico integrado, podemos obviarlo. Por otra parte, el segundo término representa la
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esperanza del estimador condicionada a las observaciones, es decir,

/f z: H)f(z)dz = E [f(X;H)|X1,...,Xn}

Se define el estimador de densidad leave-one-out. Se construye como el estimador de tipo nicleo

pero obviando el i-ésimo elemento de la muestra,

fei(w; H) 7ZKH
z#a

Empleando el estimador de densidad leave-one-out se define un estimador insegado para

E [f(w;H)|X1,...,Xn
1 &
E;f—i(X%H)

que, efectivamente, es un estimador insesgado de la esperanza condicionada anteriormente men-

cionada,
[;i Xl,Hl ZE[ (X H)| = iiE[niliKH(Xi—Xj) -
=1 =1 j];i
I 1 ¢ 1S, 1
=Y S Y EKu(Xi - X)) = - Y —(n - (K« (X)) =
i=1 j=1 i=1

i

= LS K+ (X)) = - S EIfX, H)IX] = EIf(X ) X Xl

Con esto, se obtiene un estimador insesgado para ISFE (f(, H)) — f(x). Asi, se define el criterio

de validacién cruzada insesgada (UCV) multivariante exactamente igual que en el caso univariante
UCV(H /f x; H)dx — 2— Z fi(Xi; H) (3.25)

que efectivamente es un estimador insegagado de ISE ( f(H )) — f(x). De aqui se puede obtener

la matriz de ancho de banda que minimiza la funcién UCV

Hj oy = argmin UCV (H)
HcF

Es necesario definir el criterio de validacién cruzada insesgada de una manera mas adecuada para su

facilitar su cdlculo en la préctica. Para ello, se desarrollan los dos términos de (3.25) por separado,

/f2(m;H)d:c X1)> %ZKH(m—Xj) dex =

I
—
A/
S|
™
3
)
|

I
| =
M:
]
—
=
I
)
|
%
3
0
|
>
=
8
I

I
| =
M:
(]
—
=
e
D)

|
>
3
0
|
>
=
8
_|_
ol

N

—
3
)

|
>
N
8
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el segundo sumatorio se puede reescribir de la siguiente manera

1 n
?Z/Kﬁ(m—Xi)d = nQZ/KH (L% 2)2 | H | d =
i=1

e=X,+H2z

—1 = 2 —1
=nﬁﬁﬂlHP/K%@M=gﬁﬂ2mK)

y el primero,

1
QZZ/KH @~ X)Kn(e-X)de = 35" [Kule - X+ X)) Ka(2)dz -
i=1j=1 itz i=1j=1
i i
1 n
= B [ Rn(X = X, = (e)is = 5 33 (R ¢ )X, - X))
i=1 j= i=1 1
3751 jﬁfz

en el segundo paso se ha tenido en cuenta que el ntcleo es esféricamente simétrico, lo que implica
que el nicleo escalado sera elipticamente simétrico y por tanto los valores opuestos a z, —z,
tendran el mismo valor del nticleo al hallarse en la misma elipse que el elemento z. Por tanto,
Ky (x) = Kp(—x). Asi,

/f (x; H)d f\H|" ZZKH*KH (X, — X;)

=1 j=1
J#i

Por otra parte, se puede desarrollar el segundo término de (3.25),

2= (X H)=2->" — Y Ku(Xi-X;) = 2n(n 5 > ) Ku(Xi - X))
=1 =1 =1 i=1 j=1
i#i i

Por tanto, el estimador de validaciéon cruzada insesgado en un contexto multivariante puede rees-

cribirse como,

1 . 1 n n 1 n n
H)=—-|H| ?2R(K)+ — K Kg)(X; —X;)—-2 KX, — X
ww>nuuawﬁgguwaz]>MW”;;HM )
i J#

i=1 j=1 n(n—1) i=1 j=1
J#i J#i
- YE R + L zn: (! (Ki + Kgr) — 2Kp & (Xi — X;)
= n n(ni 1) ot n H H H 7 J
JFi

(3.26)
que es completamente andloga al caso univariante. Igual que en ese caso, es habitual considerar
1-— % ~ 1. Aunque se pierda la insesgadez del estimador, no se pierde la insesgadez asintética y el

estimador tiene una forma mas sencilla

UCV(H) = %\Hr%R(K) +— ZZ{ K+ Kg) - 2K} (X; — X;) (3.27)

’/l(’/l 11]1
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Como menciona (Chacén y Duong, ) el problema al minimizar la funcién UCV (H) resulta en
que puede presentar varios minimos locales y la tendencia a suavizar en exceso. Estos dos problemas
generalmente se abordan restringiendo anchos de banda pequenios y con anchos de banda iniciales

grandes.

Validacién cruzada sesgada Como en el caso univariante, para desarrollar la validacién cru-
zada sesgada, se partird de la tercera expresién en (3.21) del error cuadrdtico medio integrado
asintético. Siguiendo a (Sain y col., )..

1

AMISE (f(: H)) = %\HF%R(K) +

p3(K)vec(H)" R(D®? fvec(H)
donde hay que estimar la expresién R(D®?f) que es desconocida.

Definimos R(D®2f) = W, y definimos 71,75 € N donde |r;| = 3¢

j=1Ti; =24 =1,2. Asi, cada

elemento de ¥y serd de la forma,

2 r xr
P . & -

™ T1 T
02xq't - O0xy' Ozt - O

e = [ £ (@) (@)
iz, ¢
con |rq| = |r2| = 2. Siguiendo el mismo desarrollo de (2.4.2),
Urims = [ 1@ @ = [ £ @)f @)z = E[£0(X)] =

con |r| = 4. En la siguiente seccién generalizaremos este resultado como lo hicimos en el capitu-
lo anterior para desarrollar el método de plug-in multivariante. Asi ¥, se puede expresar de la

siguiente manera.

Uy =

V2,0,.,2) 0 Y0,0,..,4)

por tanto, tenemos que estimar 1, con |r| = 4.

Teniendo en cuenta esto, y que los elementos de ¥, se comportan de la misma forma que lo hacen

las funciones univariantes, podemos dar la generalizacién multivariante de los estimadores R/(]?/)
y B(f").
El primer estimador, como en (2.26) se puede escribir como
R 1 n n ”
b= 1D SON (KR « Ku)(Xi — X;) (3.28)
i=1j=1
=
1 1 R
BCVi(h) = —|H|"*R(K) + JH2(K)Pvec(H) " W yvec(H) (3.29)
n



—
e

Mientras que la generalizacién multivariante de el estimador R(f'") presentado en (2.28) es

2 _ l n A(r) 4 B # n n (,,.) - |

tr = — ;Li (X, H) = YRy ;;KH (X, — X;) (3.30)
J#i

BCVy(h) = %|H\_%R(K) + iuz(K)Qvec(H)T&!wec(H) (3.31)

Y minimizando la funciéon adecuada para cada estimador, se obtiene el ancho de banda éptimo

hpeoy = argmin BCV;(h), i=1,2
h>0
Sin embargo, y como mencionan (Chacén y Duong, ) “Investigaciones posteriores han des-
tacado la importancia de utilizar un ancho de banda piloto diferente para estimar la matriz de
curvatura R (D®2 f), a pesar de una carga computacional adicional, por lo que el BCV no ha

atraido suficiente interés desde su introduccion”.

3.4.2. Plug-in

Siguiendo los pasos de (Chacén y Duong, ; Wand y Jones, ) presentamos la generalizacién

multivariante del método desarrollado en la seccién 2.4.2.

Nos centraremos en el estimador PI para matrices sin restricciones presentado por (Chacén y
Duong, ). Sin embargo, existen otras alternativas para abordar el problema de seleccién de
la matriz del ancho de banda 6ptimo mediante el método plug-in multivariante tal y como senala

(Chacén y Duong, ) en la Seccién 3.

Como en el caso univariante objetivo es el de estimar vec (R(D®?f)) en la expresién de 3.21. En
este caso es més tratable emplear la tercera expresién para AMISE. Es por esto que llamaremos a

vec (R(D®%f)) = Wy,

Asi podemos encontrar la matriz de ancho de banda Hp; minimizando la expresién de 3.21 donde

sustituimos ¥, por su una estimacién ¥y.

Como en el apartado anterior, podemos escribir R(D®*f) y definimos 71,7, € N¢ donde |r;| =
Zd ri; = s 1 =1,2. Asi, cada elemento serd de la forma,

=1
/ 9° f (=) 0° f(=)
ﬁqul

g T2; 24
a.oa"pl axl .o.axl

dac:/f(’"l)(m)f(”)(as)dw

con |r1| = |rz| = s. Siguiendo el mismo desarrollo de (2.4.2) y suponiendo las condiciones necesarias

de regularidad de f,
[ @@z = (-1 [ 1@ f(e)de
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con |r| = 2s.
Con todo esto y como senialan (Chacén y Duong, ), definiendo

7, — / D®" f(2) f(x)da (3.32)

se comprueba que vec(R(D®*f)) = (—1)¥s,. Ademds por definicién, ¥, = E[D®" f(X)] por lo

que el estimador natural para ¥, es,

) 1 n 5 1 n n
— ®r ) _ ®r L _ X
(@) =~ Z:D f(X:,6) = — Z:le La(Xi— X;) (3.33)
1= i=1 j=
donde f (X, G) es un estimador de densidad de f con un kernel piloto L y una matriz de ancho

de banda piloto G que pueden diferir de K y H respectivamente.
Impondremos las siguientes condiciones sobre el kernel y el ancho de banda pilotos.

» K es una funcién de densidad esféricamente simétrica tal que [ z®2L(z) = pa(L)vec(Iy) con

todos los elementos de D®7 L acotados, continuos y cuadrado integrables para 0 < j < r.
s Todos los elementos de D® f acotados, continuos y cuadrado integrables para 0 < j < 7+ 2
= La matriz de ancho de banda piloto G,, es una secuencia tal que

vee(G,) = 0,— 00 cuando n — 0o

Como en (2.4.2) estamos interesados en minimizar el error cuadrético medio del estimador. Como
ya hemos realizado anteriormente, el error cuadratico medio puede descomponerse como la suma del
sesgo al cuadrado y la varianza del estimador, MSE(G) = E |||%,.(G) — WTHQ} = sesgo*(G)+V(G)
donde sesgo?(G) = ||E [@T(G)} — 0| y V(G) = trVar(¥,(G)). Sin embargo, en este caso solo
calcularemos el sesgo al cuadrado porque, al igual que en (2.4.2) el término principal de G en la
varianza es de orden menor al del sesgo al cuadrado por lo que se puede obviar al minimizar el
término de error cuadratico medio asintético. Para una demostracién completa de este punto véase

el Teorema 1 en (Chacén y Duong, ).

Podemos reescribir ¥,.(G) como,

R 1 n n 1 1 n n
VU (G) = — YN D La(Xi - X;) = ED®’”L(O) +— YD D¥La(Xi - X;)  (3.34)
i=1j=1 i=1 j=1
J#i

entonces,
n

E [w} - %D@”’LG(O) + %E[Z 3 D¥Le(X; — Xj)} -

i=1 j=1

1 1
= ~D¥Lg(0) + —5n(n — E [D¥ Le(X) — X2)]

45



calculando, la esperanza del segundo sumando,

E[D® Lg(X; — //D®TLG x — x)f(y)dedy =
:/ a: /D®TLG z — ) f(y)dydz //LG z— VD" f(y)dyda m:;%%u
://LG (G2u)f(v+ G2u)D®" f(v dvdu—// f(v+ Gru)D®" f(v)dvdu =
// v+ GEu)TD¥' f(v)dvdu =
// v) +uTGY2Df(v) + 2(uTc:l/2)®2D®Tf(v)+o(tr(c:))hp)D‘XWf(fu)dmm:
// v)D®" f(v dvdu+// yul' G2 D f(v)D®" f(v)dvdu+
/ / (T G/2)®2 D82 (1) DE™ f(v)dwdu + o(tr(G))Lar —

:/f(v)DWf(v) v/ (u) du+/G1/2Df(v)D®Tf(v)dv/L(u)quu—i—

/ L<u>%<uTG“2>®2du / D2 f(v)D®" f(v)dv + o(tr(G))1ar =

B / f(v)D®" f(v)dv + “QQL) / vec(I;)(GY)®2D®2 f(v)D®" f(v)dv + o(tr(G))1gr =

_ / F(0) D f(v)dv + “QQL) / vee(Iy) T (G/2) 22 D92 £ (0) D" f(v)dv + o(tr(G)) Lar =

— [ 10wyt + P25 ([ 0 00 (0)7 o ) vec(G) + (@)1 =

=V, + NQéL) (vee(@)T @ 14- )vec (/ D®Tf(v)D®2f(v)Tdv> +o(tr(G))14 =

=V, + MQ;L) (vec(G)T @ 14 )vec (/ D®?f(v)® D®Tf('u)dv) +o(tr(G))1gr =
2(L)
2
2(L)
2

=

7,

_|_

(vee(G)" ® 1gr)vec (/ D®("+2)f(v)f(v)dv> +o(tr(G)) 14 =

=

=, + (vee(G)T @ 147 )Wy ya + o(tr(G)) 14

Asi, podemos desarrollar la esperanza de ¥, de la siguiente manera,

E[4] = %DWLG(O) + Wﬂa [D®"La(Xy — X,)] =
— Lperrg+ (n—1) (w + ’“‘2;” (vee(G)T @ 1) rrn + (o(tr(G))ldT)) _

n

= %D@LG(O) +9,+ H2(L) (vec(G)T @ 147 )Wy 1o + (0(%) +o(tr(G))1gr) =

2

por tanto, el sesgo de v,

- 1 L 1
sesgo(¥,.) = HnD®’"LG(0) + Mz; )(Uec(G)T @ 1gr)Wpyo + (O(E) + o(tr(G))14) (3.35)
y el sesgo asintético, podemos escribirlo como,
. 1 L
sesgop (¥,) = H 5D®TLG(O) + %(vec(G)T ® L)Wt (3.36)
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Como se ha mencionado con anterioridad, el término de la varianza dependiente de G es de orden
menor que el del sesgo al cuadrado por lo que la matriz de ancho de banda piloto 6ptima se puede
hallar minimizando el cuadrado del sesgo asintotico.
G AyMsE,r = argmin sesgoAQ(G) (3.37)
GeF
Por lo tanto, el problema que resulta de este calculo, es el siguiente: Si se quiere estimar ¥,. mediante

U, (G amsE,r) resulta necesario estimar W, ;5. La solucién a este problema, al igual que en el caso

univariante, se basa en insertar to plug-in una estimacién simple de 1, en un punto.
De esta forma, el objetivo serd el de minimizar PI(H,G) para H donde,

1 1 N
PI(H,G) = - |H|"* R(K) + {3(K)84(G)" (vec(H)™* (3.39)
Para la etapa inicial, es necesaria una referencia normal del estimador de ¥,., uZN B Como muestran
(Chacén y Duong, ),

—1)27! 1 -
!pNR = ¥|Z‘_§Sd’r(vecz_l)®(§)

T 2T+d%!ﬂ'%

donde Sy, se refiere a la matriz simetrizadora d-variante de orden r. En la seccién 3.3 de (Chacén
y Duong, ) se pueden encontrar més referencias sobre esta matriz, aunque no es necesaria
tenerla en cuenta ya que como demuestran en ese mismo articulo, en dicho caso la matriz de ancho

de banda piloto éptima toma la forma

2
9\ rrirz
Giirspr = (T - d> 250~ T (3.39)

y cuya estimacién se puede dar sustituyendo ¥ por la matriz de covarianzas de la muestra S.

2
N 2 T+d+2
Giirser = (7'+d) 28~ 7FiT (3.40)

En este punto podemos dar un algoritmo para el ancho de banda 6ptimo mediante el estimador

plug-in de l-etapas.
Obtenemos C;'JXJ@SEgH? Con esto, podemos estimar

WQZ+2(GgI\}3[SE,2l+2)

Para j =20+ 2,2l,...,6, Introducimos en @j en sesgoa2(G) y con (3.37) minimizamos numérica-

mente para obtener GAMSEJ,Q.COH esto, podemos estimar

Ui o(Gansej_2)
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Repetimos este proceso hasta obtener 7.

Una vez que tenemos @4, lo introducimos en 3.38 de forma que,

1

1
Hp;; = argmin {H _%R(K) +
Gger (n 4

M%(K)¢4(GAAMSE,4)T(’UeC(H))®2} (3.41)

2
6+rdt2 __ 2
) 28n~s+arz, Con

Plug in de 2 etapas: ‘Direct plug-in’. Obtenemos G’gﬁsﬂﬁ = (ﬁ

esto, podemos estimar

s (Ghiism.o)

Ahora, introducimos en ¥s(Giigp ) en sesgoa®(G) y con (3.37) minimizamos numéricamente

para obtener G AnyrsE,4.Con esto, podemos estimar

@(GAMSEA)
Una vez que tenemos @4, lo introducimos en 3.38 de forma que,

N O 1 A
Hpro = arGgIrjl:ln {nH| %R(K) + 4/J,g(K)LT/4(GAJWSEA)T(UEC(H))@Q} (3.42)
S

3.5. Comparacién empirica de los estimadores de la matriz de ancho de

banda

El cédlculo de derivadas de ordenes elevados resulta complicada en la practica. En el caso de la
distribucién normal, existe una férmula cerrada para el cdlculo de D®" ¢ pero esta tiene una
aplicacién complicada. Por esto, (Chacén y Duong, ) muestran un procedimiento recursivo
para calcular las derivadas de la funcién de densidad normal de forma eficiente. La programacion

de este algoritmo tampoco resulta inmediato para su aplicacién.

En este apartado, con el fin de comprobar empiricamente el comportamiento de los estimadores
del ancho de banda, hemos simulado una muestra de tamano 100 a partir de una mixtura de tres

densidades normales, X, donde conocemos su funcién de densidad real, fx (z).
X~PY =0)N((3),(33)+PY =DN({(D),(§9)+PY =2)N((3),(55)

donde Y ~ Bin(2,0,24)
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Densidad real y elementos
de la muestra Estimacion con H=1

Figura 14: A la izquierda podemos ver las curvas de nivel de la funcién de densidad real generada
de X. Ademds, se muestran sobre las curvas de nivel los elementos de la muestra generada alea-
toriamente. A la derecha se puede visualizar una primera estimacion de la densidad con el nicleo

normal y la matriz de ancho de banda I

Calculamos los anchos de banda éptimos para los métodos de validacion cruzada insesgada y
sesgada respectivamente, y para el estimador plug-in de 1 etapa. Como hemos mencionado, todos

los detalles de calculo estdan plasmados en el tercer Anexo.
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Densidad real y elementos Densidad estimada con
de la muestra H=H_ucv

Densidad estimada con Densidad estimada con
H=H_bcv H=H_pi

Figura 15: Podemos ver la estimacién con los distintos anchos de banda éptimos

Como en el caso univariante, aunque en este caso no tenemos estadisticas sobre la distribucién de
las matrices de ancho de banda éptimas con cada uno de los modelos, podemos intuir un fenémeno
muy similar al que tenfamos en el caso unidimensional. Vemos cémo la matriz de ancho de banda
Optima que nos proporciona el método BCV suaviza la funcién de densidad en exceso. En el otro
extremo tenemos la que nos proporciona UCV que, como podemos observar sobreajusta la funcién
de densidad estimada con la muestra. Sin embargo el que parece ofrece mejores prestaciones,

ademds de su ventaja en eficiencia computacional, es el estimador de plug-in.
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4. Estimacion de derivadas

En este capitulo abordaremos la estimacién de derivadas de una funcién de densidad multivariante,
D®" f(x), que como se ha mencionado antes, utilizando la formulacién mediante el producto de

Kronecker, es un vector de dimensién d” conteniendo todas las derivadas parciales de orden r de

f@).

Como menciona (Chacén y Duong, ), la adaptacién de adaptacién multivariante de la estima-
cién inicialmente propuesta por (Bhattacharya, ), fue introducida por (Chacén y col., )
€omo

. ) 1 n
Derf(x; H) = D f(x; H) = - > D Kp(z— X))
=1

donde, tenemos que tener en cuenta que

D¥ Kpr(w) = [H|~# (H2)*" D* K(H %a)

La estimacién de derivadas de funciones de densidad resulta importante, como hemos podido
comprobar en capitulos anteriores, para la obtencién de anchos de banda o matrices de ancho
de banda en un entorno multivariante. Sin embargo, existen multitud de aplicaciones en las que

estimar las derivadas de funciones de densidad es igual de importante.

Si bien en lo que respecta al estudio del estimador de tipo ntcleo el orden de derivadas necesario
suele ser elevado, en el caso de emplear las derivadas para un anélisis exploratorio o en ciertas
aplicaciones, el gradiente o la matriz Hessiana suelen tener una relevancia especial. Por ejemplo,
en el préximo capitulo puede verse el algoritmo mean shift que emplea el gradiente para aplicar

un algoritmo de ascenso por gradiente.

Estimacion del gradiente La estimacion de gradientes se realiza con la siguiente féormula,

1

Df(z; H) = % > DKu(x - X,) = %lHr%(H‘f) Y DKH 3 (z—X;) (41
=1 :

Evidentemente el gradiente de una funcién de densidad no es una funcién de densidad ya que el gra-
diente puede ser tanto positivo como negativo. Es por esto que puede emplearse como herramienta

exploratoria. Asi se pueden visualizar los contornos positivos y negativos por separado.

Empleando la notacién que hemos expuesto anteriormente, fJ(rT) () = f) (:B)l{f(,>(m)20}(:c) y
fﬁ?’) (z) = f(?‘)(m)l{fm(m)@}(m), serian los contornos positivos y negativos respectivamente. En
este caso |r| = Z?zl r; = 1, es decir 7 tiene todos sus componentes con valor 0 salvo el de la

direccién en la que derivamos que seria 1.
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Estimacién de la matriz Hessiana

n

D®%f(x; H) = % ;D@KH@ ~X;) = %|H|*%(H*%)®2 ;D@K(H%(m - X)) (42

La estimacién de la matriz Hessiana es importante también desde el punto de vista del anélisis
exploratorio. Como dicen (Chacén y Duong, ), es importante para la identificacién de regiones

con muchos datos que se corresponden con modas locales de las funciones de densidad.

Estimacién de derivadas de orden arbitrario

s 1< 1 . . ~ .
D® f(x; H) = — D®"K —-X,)=—|H| 2 (H 2)®" D®"K(H z(x — X; 4.3
flwiH) = 03 D Kaale = Xi) = CIHIHE )™ L DV K(H He - X)) (49
Los resultados maés relevantes sobre las propiedades asintéticas del estimador de derivadas de
densidades de tipo kernel se pueden encontrar en (Chacén y Duong, ; Chacon y col., ).
En (Chacén y col., ) demuestran que las propiedades sobre el error medio integrado asintético

(AMISE) para un Kernel arbitrario y también para el caso en el que K es el niicleo normal.

Dada la complejidad de los calculos en este apartado, mostramos los resultados que conciernen a la
estimacién de derivadas de densidades que se mencionan en las dos referencias a las que hacemos

alusién en este capitulo. Todas las demostraciones detalladas se pueden encontrar en las mismas.

En primer lugar se exploran la esperanza y la varianza del estimador,
B [D°" fa, H)| = (a D" (@)

Var <D®T f(z, H)) _ 1 ( (((D®TKH)(D®TKH)T) x f) (2) (4.4)

n
— (K + D¥" f)(2) (K D®Tf)(w)T>
con esto, se obtiene

wsE (07 5. 10) = L ((10% Kan)? 1) (@) = | Ko« D @) ) + (4.5

+[|(Ka + D" f)() — D f) ()|

que integrando sobre x,

MISE {D@””f(-, H)} — rR(D®" f) + L[ H| }r((HY)®" R(D®"K))+
. n (4.6)
+(1- E)tTRK*K,H,r(f) —2trRy p.»(f)

donde Ry, mr,r(f) = [ Ku * D™ (2) K g  DOUmesm (x) T da.

En este caso, también se puede realizar un anélisis asintético de forma que bajo ciertas condiciones
podamos obtener un ancho de banda que minimice el error cuadratico medio asintético. De esta

forma, (Chacén y Duong, ) muestran los resultados para la realizacién del andlisis asintético,
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sesgo? (D" f( H)) = i,ug(K)tr (L @ vec(H)"YR(D®2) )(Lr @ vee(H))) +
+ o (lvec(E) ) @7)
1V (D% e ) = L |HI ()2 RDP ) 4 o (|| fucer ) )
v con esto

AMISE {D®Tf(-,H)} - %|H|’%tr ((H~H)®"R(D®"K)) +

(4.8)
1

+ 23 (Lo @ vee(H)YT)R(DP 2 )Ty @ vee(H)) )

La matriz 6ptima que minimiza AMISE {D®" f (wH )} no tiene una formula cerrada.

Sin embargo, como muestran (Chacén y col., ) en el Teorema 6. Si f es una densidad normal

con media p y varianza X y K es un kernel normal, AMISE {D®7'f(~7H)} tiene una férmula
mas sencilla y el valor de la matriz de ancho de banda que minimiza dicha funcién es
L\
HNS — >n~ d+227‘+2 4.9

s = (77353) (1.9
De esta férmula, podemos deducir para el caso r = 0, la regla general o rule-of-thumb, Sin embargo,
como hemos mencionado en (3.5), el célculo de derivadas de ordenes elevados resulta complicada
en la préactica. En el caso de la distribucién normal, existe una féormula cerrada para el cdlculo de
D®" ¢ pero esta tiene una aplicacién complicada. Por esto, (Chacén y Duong, ) muestran

un procedimiento recursivo para calcular las derivadas de la funcién de densidad normal de forma

eficiente. La programacion de este algoritmo tampoco resulta inmediato para su aplicacién.
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5. Otros métodos de estimacion: Estimacion de los vecinos
mas proximos

El estimador de densidad de k-vecinos mds préximos, fue inicialmente introducido por (Loftsgaar-

den y Quesenberry, ). En dicho trabajo se propone un estimador basado en la idea de que

P(X; € By(r,x)) = de(r,m) f(y)dy.

Es decir, si el nimero de vecinos k considerados es pequeno respecto de el nimero de observaciones
en la muestra n, el radio de la bola cerrada en la que estan los k vecinos méas proximos sera pequeno

también y por tanto, se puede considerar que la densidad en esa bola serd constante, es decir,

/ fly)dy = / F@)dy = f(2) / dy = f(2)Va(r, z)
By(r,xz) By(r,xz) Bg(r,x)

y por tanto,

donde By(r,x) = {z € R? ||| — z|| < r} es la bola euclidiana cerrada de dimensién p y Vy(r,z) =
b
-

re = Va(1,)r? es su volumen. Asi se puede definir el estimador de k-vecinos més cercanos
2

de Loftsgaarden y Quesenberry, flan (x), como!

k 1 1 k

Finns (@) = nValric, @) nrl Va(L, o) (5.1)

donde k es el niimero de vecinos mds préximos a considerar y rx = || X () —2|| en la que empleamos

la notacién usual para estadisticos de orden. Podemos analizar el estimador (5.1) en mayor detalle.

Asi, observamos que lo que hace es dar un peso de lel — a las observaciones dentro de By(rg, x).

Teniendo esto en cuenta, podemos reescribir el estimador como,

; I 1 1~ 1
nn = - —1x, r = — — 1 o . —
Fronnz (@) = — -21 Vi (m) HXeBa ) (®) = 21 Vil ) Xl <r ()
= = (5.2)

1 & 1
w2 Vi) {2 ) @

Como puede apreciarse, estamos considerando una ponderacién basada en las observaciones. En
este caso, estamos ponderando de manera uniforme, esto es, con una funcién de peso discontinua
en la frontera de la bola. En este caso, estamos considerando la funcién ntcleo de la familia beta

con r = 0 presentada en 77.

Sin embargo, podriamos considerar una funcién de peso continua. La generalizacién natural consis-
tirfa en considerar funciones de tipo nicleo de la familia beta de 6rdenes superiores pero podriamos

considerar otras funciones de tipo ntcleo como la normal.

Con esto, (Moore y Yackel, ) generalizaron el estimador de k-vecinos més préximos consideran-

do una funcién de densidad w. (Mack y Rosenblatt, ) generalizaron el empleo de esta funcién

Definen el estimador como % m, por mantener la coherencia entre los estimadores se emplea k
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de peso imponiendo tUnicamente que fuera una funcién acotada tal que f w(u)du = 1 obteniendo

la versién més general del estimador de densidad de k-vecinos méas préximos,

Frnn () = # i:w (er_w) (5.3)

donde asumimos que k depende del ntimero de observaciones n, k = k(n), de forma que lim,,_, o k(n) =
00 y lim,, o k(n)/n = 0. Estas condiciones son andlogas a aquellas que se establecen para el ancho

de banda del estimador de densidad de tipo nicleo.

Si consideramos el estimador de tipo ntcleo, tenemos en cuenta las observaciones que estan a una
cierta distancia del punto en el que estamos, mientras que el K-NN toma las observaciones entre el
puntu y el k-ésimo vecino mas cercano. Es por eso, que se puede entender el método K-NN como

un estimador de tipo Kernel con ancho de banda dindmico.

El estimador de K-vecinos mas proximos tiene una gran ventaja sobre el de tipo Kernel: Es muy

facil de calcular. Es por esto que para dimensiones elevadas, suele preferirse este al de tipo kernel.
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6. Analsis de datos reales en Python

El objetivo de este capitulo radica en la implementacion préctica del estimador de densidad de

tipo nucleo a conjuntos de datos reales.

Nos centraremos en realizar un estudio de la temperatura de recogida entre 2009 y 2020 en la
estacién de Zubiri, un pequeno pueblo del pre-Pirineo Navarro situado a una altitud de 526 msnm.
Los datos han sido tomados de la pagina de Meteorologia y climatologia de Navarra del Gobierno

de Navarra.

Figura 16: Zubiri (Navarra)

El anélisis con Python se ha intentado mantener lo mas independiente posible. Es decir, se ha
intentado que la dependencia del cédigo desarrollado en cuanto a otros paquetes de Python sea
minima. En los Anexos IT y I1I se puede encontrar parte de este cédigo. Por otra parte, todo el cédigo
desarrollado esta disponible en GitHub y libremente accesible. Los paquetes que necesariamente
hemos tenido que utilizar durante la elaboracién del cédigo son NumPy (Harris y col., 2020),
SciPy (Virtanen y col., 2020) y MatPlotLib (Hunter, 2007). Son paquetes estdndares en Python
que sirven de base. Ademds, como se ha comentado anteriormente en el trabajo, debido a la
dificultad de calcular derivadas de la funcién de densidad normal multivariante, se ha utilizado el

paquete de célculo simbélico SymPy (Meurer y col., 2017).

6.1. Conjunto de datos univariante. Temperaturas maximas y minimas

de Zubiri (Navarra) entre 2009 y 2019

En primer lugar, mostramos el grafico de cajas para las temperaturas maximas y minimas en

Zubiri.
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Grafico de cajas de la temperaturas
maximas y minimas en Zubiri (2009-2019)
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Podemos ver que es una zona en la que el calor no es especialmente importante durante el ano.

Realizamos la estimacién del ancho de banda para los diferentes métodos que hemos propuesto

obteniendo los siguientes resultados,

Estimacion de la densidad con distintos
anchos de banda y ndcleo normal
para las temperaturas Maximas

hae,~1.906
o hs, =1.634
\ .
h;, =1.503
004 i
\ hs,=1.407
N\
003 \
002
0oL
.”‘
4
//
0.00
o 10 20 30 O

Figura 17: Estimacion de la densidad de las temperaturas minimas con el estimador de tipo nicleo.

Se han usado los anchos de banda éptimos proporcionados por BCV y PI.

Podemos ver como los estimadores de plug-in se comportan de igual manera dando lugar a tres
maximos entre los 10 y los 25 grados centigrados. El selector BCV no recoge estas pequenas
fluctuaciones y da un ancho de banda mayor, como era de esperar. Puede que esas fluctuaciones
se deban a que los datos estan tomados de forma ordinal. Quizés, al tratarse la estaciéon de Zubiri
de una estacién manual, las medidas pueden tender a estar redondeadas por lo que vemos estos

maximos locales.

Puede que sea esta también la razén por la que falla el selector de UCV que sobreajusta a los datos
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de la muestra como se muestra en la siguiente imagen.

Estimacion de la densidad con h_UCV
y nucleo normal para las temperaturas maximas

hje,=0.010

Figura 18: Estimacién de la densidad de las temperaturas méximas con el estimador de tipo nicleo.

Se ha usado el anchos de banda proporcionado por UCV. Se puede ver el sobreajuste claramente.

A simple vista, parece que en Zubiri es mas probable tener dias de maximas negativas que dias

con méximas que superen los 40 grados centigrados.

Realizamos el mismo analisis con las temperaturas minimas,

Estimacion de la densidad con distintos
anchos de banda y ndcleo normal
para las temperaturas minimas

hae,=1771
hs, =1.150
hs, =0.892
008 | hs, =0.682

Figura 19: Estimacion de la densidad de las temperaturas minimas con el estimador de tipo nicleo.

Se han usado los anchos de banda 6ptimos proporcionados por BCV y PI.
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Observamos un fenémeno igual al que veiamos en en el caso de las temperaturas maximas. El
selector de plug-in ciertos méaximos locales que el BCV suaviza. En este caso también podria

deberse al tipo de datos que estamos considerando y a las caracteristicas de su recogida.

De este gréfico podriamos resaltar que es mucho mas probable tener noches heladoras en Zubiri

que una noche torrida superando los 20 grados centigrados.

6.2. Conjunto de datos bivariante. Densidad Trimodal I11

Debido a la complejidad de estimar en los datos de temperaturas méaximas y minimas de Zubiri,
se realiza el andlisis con una distribucién que mencionan (Chacén y Duong, 2018; Wand y Jones,

1993) entre otros.

Generamos 100 muestras de esta funcién de densidad que viene descrita mediante la variable

ateatoria, X, donde conocemos su funcién de densidad real, fx ().

3 B 1 /9 6 3 1 /79 0 1 1 1 790
X”%N<(01)72—5(?3%3))+?N<<9)%(2?))*?“(&)%(0?))
donde Y ~ Bin(2,0,24)

En primer lugar vemos cémo

Densidad real y elementos
de la muestra Estimacién con H=|

Figura 20: A la izquierda podemos ver las curvas de nivel de la funcién de densidad real generada
de X. Ademads, se muestran sobre las curvas de nivel los elementos de la muestra generada alea-
toriamente. A la derecha se puede visualizar una primera estimacion de la densidad con el nicleo

normal y la matriz de ancho de banda I
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Densidad real y elementos
de la muestra Densidad estimada con H = |

Figura 21: El grafico similar al anterior nos muestra la superficie de la funcién de densidad.

Calculamos los anchos de banda éptimos para los métodos de validacion cruzada insesgada y

sesgada respectivamente, y para el estimador plug-in de 1 etapa.

Densidad real y elementos

Densidad estimada con
de la muestra

H=H_ucv

-
L]
=

=
L]
=

-1

-2 ® -2

N;
w

Densidad estimada con
H=H_bcv

Densidad estimada con
H=H_pi

2 4 0 1 2 3 2 4 0 1 2 3

Figura 22: Podemos ver la estimacién con los distintos anchos de banda éptimos

Vemos que el ancho de banda con el que se consigue una estimacion mejor es el de validacién
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cruzada insesgada si bien sobreajusta ligeramente la densidad ya que se ven mas marcadas las
modas de la distribucién. Por otro lado, aunque vemos que el desempeno del estimador de plug-in,
también es muy satisfactorio si bien infra-ajusta un poco la densidad y la moda més pequena no
se aprecia muy bien. El selector de validacién cruzada sesgada es el que peor rendimiento ofrece

proporcionando una matriz de ancho de banda muy grande.
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7. Conclusiones

El presente trabajo hace un repaso pormenorizado de la estimacién de funciones de densidad
mediante funciones de tipo ntucleo. Todos los resultados expuestos en los capitulos relativos al
estimador de densidades de tipo nicleo estan autocontenidos y las pruebas estan completas. Esto ya
de por si es un pequeno hito realizado ya que los resultados suelen estar muchas veces referenciados
entre distintas publicaciones y las notaciones no suelen coincidir en todos los casos. Esto tiene
importancia en un tema como el que nos ocupa ya que como se ha podido comprobar la notacién

no es del todo amigable especialmente en el caso multivariante.

Detallamos los principales métodos de seleccion de anchos de banda o de matrices de anchos de

banda y mostramos algunos ejercicios sobre cémo realizar esta tarea computacionalmente.

Pero, principalmente se ha encaminado el objetivo principal que no era otro que el de construir
una libreria para Python en la que se pudiera realizar la estimacién de las funciones de densidad
a partir de una muestra dada permitiendo la méxima flexibilidad a la hora de elegir el ancho de
banda. Si bien este objetivo no se ha resuelto totalmente debido a la complejidad de los célculos

que nos ocupan, si que se ha avanzado en el desarrollo de funciones para finalizarlo préximamente.

Futuras investigaciones
Las lineas de expansion para el presente trabajo son tantas como las que puedan ser imaginables.

En primer lugar y por coherencia con lo mencionado anteriormente, el desarrollo de un paquete
autocontenido en Python que permita realizar la estimacion de funciones de densidad, no solo de
tipo kernel sino también amplidndolo a la estimacion mediante los vecinos méas proximos o a la
estimacién mediante histogramas. El paquete deberia contener ademas una cantidad importante

de opciones para la seleccion de anchos de banda o de matrices de anchos de banda.

Por otra parte, en el presente trabajo hemos realizado un estudio de la estimacion de densidades
teniendo en cuanta la norma Ly del error entre la estimacién y la densidad. Siguiendo a (Devroye y
Lugosi, ) podriamos realizar el mismo andlisis, que en palabras de Devroye estudiar el problema
en norma 11 tiene mas sentido. En este mismo sentido, (Biau y Devroye, ) estudia el estimador
knn en un contexto de error 11 del estimador, (Zhao y Lai, ) estudia la convergencia {1 y

del estimador de K-vecinos més proximos.

De la misma forma podriamos implementar este método para la regresién kernel para estimar la
expectativa condicional de una variable aleatoria. Este punto esta maés allé del objetivo presentado,

pero parece ser una extension natural del presente trabajo.

También podriamos centrarnos en aplicaciones como Mean Shift Clustering que relata (Chacén
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y Duong, ) en el que con el estimador de densidad y el estimador de la derivada se aplica
un algoritmo de ascenso por gradiente para agrupar los puntos conforme a la moda que es mads

probable.

El abanico de posibilidades para seguir investigando por esta linea es tan extenso como apasionante.
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Anexo I. Demostracién resultado en (2.4.1)

Lema 1. Sea K € CP2(R) una funcidn nicleo simétrica respecto al origen tal que K(z) =

o(t=P=2). Entonces,

0 si 7 <poi+pesimpar
/tiK(p)(t)dt =9 (—=1)Pp! si i=p

(_1)p(P+2)!2M2(K) §i Q= P+ )

Demostracion. En primer lugar, notamos que al ser K (x) = o(z~?~2), entonces K (z) = o(t~P~2)
Vi < p+ 2. Ademsds, al ser K(z) una funcién par, K®) es par cuando p es par e impar cuando p

es impar.

Cuando i + p es impar, ¢ o p es impar. Si p es impar (par), i es par (impar) y por tanto, K®) () y

x% son impar y par (par e impar) respectivamente. Por esto, su producto es impar y por tanto,
/ ¢ KV (z)dx = 0
R
Para el resto de casos, realizamos la integracién por partes.

T—00 T——00
z—z/ TR (2)de =

= —i lim 2" ' KP () — lim 2 K® 2 (2) + (-=1)%(i — 1)/:1:2’*21(@*2)(1:)613; =

/aziK(p)(x)dx: lim #’K®V(z) - lim xiK@—l)(x)—z/ SR (1) da =

r—00 Tr——00

(-1 <z—1>/ 2R D (g)dp = -

z'/K(p 1)

Entonces,

=< p

/ 2 KP) (2)de = (—1)%! / K= (g)de =
— (—1)%! 2 (p—i—1) B 2 (p—i—1) _
(=1)%! (mlLH;OK (x) xEr_nooK (x)) 0
m ] = p
/xiK(”)( dz = ( p'/K —1)%p!
= =p+2

|

[ KO @z = (1750 = 1) 0= (0 +3)) [ 4K ()dn = (-1 B pa(K)
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Observacién. En el caso p = 2, tenemos que si K € C*(R) una funcién niicleo simétrica respecto

al origen tal que K(x) = o(t™*), entonces,

0 si 4 <201 esimpar
/tiK”(t)dt =1{9 i i=2

12p0(K) si 1=4

En este punto, nos disponemos a generalizar el resultado del Lema 3.2 en (Scott y Terrell, ).
Estos consideran que la funcién ntcleo es una funcién de densidad con soporte compacto. Sin
embargo, es suficiente con que la tasa de decaimiento en las colas de la funcién de densidad sea lo

suficientemente rapida.

Teorema 2 (Generalizacién del Lema 3.2 en (Scott y Terrell, )). Sean f € CPT2(R)
una funcién de densidad y K € CP*2(R) una funcién nicleo simétrica respecto al origen tal que

K(x) = o(t~P~2). Entonces,

E [R(f(p))] = ;IR(f(p)) + #R(K(”))

Demostracion.

& [r(/®)] == | [ h)zdw] 5|5/ (Z K~ Xi)>2 dr| =

i=1

1=1 j=1
J#i

SR
=E ﬁ/ZKép)(fE*Xﬁ )2d
L i=1

El primer sumando es determinista y puede reescribirse como

L[5 @ 2 ®) _
W/;Kh (v = Xi)’de = hzn2 ZK (h2)?hdz =

1 1
th/K(p)(z)de = R(K(p))
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Por otro lado, el segundo sumando puede reescribirse como

= Z ZE [/K XKW (z - X; )da:] = %n«: U K (x - X)) K (@ - Xj)dx} =

T
- 7"(”n; D / E K (e~ XK (@~ X;)] do =
- L”ﬂ; D /IE (K (@~ X0)| B [KP (2~ X;)] do =

:M/(/K(P) z—y (y))2d$ = W/(/K,Sp)(hz)f(x—hz))2dx:
:th@m/(/”m m—hz)
2

= nT;T_Qpl/ (/K(P) ) (hz) fl)( )dZ+0(hp+2)> dr —

2

p+2 ipi
S (2 %w [ ot ) -

=1

n(n —1)
n2

_ % /f(P)(g;)de +o(h?) = R(f") + o(h?)

en la ultima igualdad se ham empleado los resultados obtenidos en el lema anterior.

Asi,
(n—1)

B[R] = "SR + e ROK) 4 ofh?)

O

Hemos ampliado el resultado presentado por (Scott y Terrell, ) a nicleos que son funciones
de densidad simétricas pero no necesariamente de soporte compacto. En el caso de tratarse de
funciones de densidad con soporte compacto, notamos que la condicién K(z) € CPT2(R) que
hemos impuesto es suficiente para que se garantizar la del Lema original que establece K () (£1) =
0, 0 <7 < p-—1. Si bien esta es mas restrictiva, en el caso de funciones de densidad con soporte

compacto podriamos relajarla a la original.

Por otra parte, la restriccion en la tasa de decaimiento de las colas de la distribucién de K podria
resultar restrictiva en caso de que quisieramos emplear como nucleo densidades asociadas a distri-

buciones leptocurticas.
Es ciertamente mas restrictiva que
El caso concreto que se ha utilizado en (2.4.2) es

Observacién. Sean f € C*(R) una funcién de densidad y K € C*(R) una funcion nicleo simétri-
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ca respecto al origen tal que K(x) = o(t~*). Entonces,

n—1

1! 1 1"
—R(") + = R(K")

E[R(/")] =
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Anexo Il. Codigo Python para la estimacion de
densidades univariantes

El siguiente conjunto de funciones y comandos muestran el cédigo desarrollado para este trabajo y muestran

Su uso.

- Author: Daniel Bacaicoa Barber (Sep 21)

Los siguientes paquetes seran necesarios de antemano

* NumPy
® SciPy
e SymPy

import numpy as np

import scipy

import matplotlib.pyplot as plt
import sympy

# Es necesario cargar ciertas funciones del paquete SciPy
from scipy import stats, integrate, signal, interpolate, misc, special

Funciones basicas necesarias

Desarrollaremos funciones que seran necesarias como apoyo para la estimacion de densidades

Funciones Kernel soportadas
Se incluyen el Kernel normal y lo que provienen de la familia Beta (Duong, 2015)

. 22\ (2r+1)!
e Kp(z) = Bu(z,r) = - (1 — (Z) > 1{[a|<n} Where ¢, = T

22

* Ku(z) = ¢n(z) = h—&efm

Tenemos en cuenta que cualquiera de los dos es una funcién de densidad

1.K(z) >0
2. [K(z)dz =1
3. K(z) = k(—x)

def beta(x,r,h,supp=[]):
if supp==[]:
supp=h
c_r = np.math.factorial (2*r+1)/(2**(2*r+1)*np.math.factorial(r)**2)
return c_r*(1/h)*(1-(x/h)**2)**r*(np.abs(x)<supp)
def norm(x,h,r = None):
return stats.norm.pdf(x,0,h)

X = np.arange(-3,3,0.01)

f1 = beta(x, r =4, h =2)
f2 = beta(x, r =1, h =1.5)
f3 = norm(x, h = 1)

plt.plot(x,f1,x,f2,x,f3)
plt.legend([ 'beta_2(4)", "beta_1.5(1)", 'Norm_1"])
plt.show()
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Funciones Auxiliares
Definimos algunas funciones que seran necesarias. Por ejemplo, la derivada de los nucleos

Notese que utilizaremos el paquete de célculo simbolico SymPy. Esto, no seria necesario en el entorno
univariante ya que el calculo numerico de las derivadas o la implementacién de las derivadas de la funcion de
densidad normal son inmediatas. Sin embargo, para mantener la coherencia con el entrono multivariante se
haré de esta manera.

def derivate(x, K, h, r = None, order = 1):

Calculo simbdélico de las derivadas.

Input:
Xx: puntos para evaluar la derivada
k: Kernel

h: ancho de banda
r: el orden del kernel beta
order: el orden de la derivada
Output:
f': la deriavada orden-ésima evaluada en x
kern = K.__name__
from sympy import lambdify
sx = sympy.symbols('sx")
if kern == 'norm':
# for doing it without using symbolic calculus
#(-1/h)**n * scipy.special.eval_hermitenorm(n, x/h) * stats.norm.pdf(x,0,h)
expr = 1/(h*sympy.sqrt(2*sympy.pi))*sympy.exp(-(sx**2)/(2¥h**2))
DF = sympy.diff(expr,sx,order)
s = (sx)
DF_func = lambdify(s, DF , modules='numpy")
return DF_func(x)
elif kern == 'beta':
expr = (Ll-sx**2)%*p
DF = sympy.diff(expr,sx,order)
s = (sx)
DF_func = lambdify(s, DF , modules='numpy")
c_r = np.math.factorial(2*r+1)/(2**(2*r+1)*np.math.factorial(r)**2)
return c_r * (1/h**(r+1)) * DF_func(x/h) * (np.abs(x)<h)

X = np.arange(-3,3,0.01)

f1 = derivate(x, norm, h = 2, order = 1)

f2 = derivate(x, norm, h = 1.5, order = 2)

f3 = derivate(x, norm, h = 1, order = 3)

f4 = derivate(x, norm, h = 1, order = 0)
plt.plot(x,f1,x,f2,x,f3,x,f4)

plt.legend([ 'Norm_2"", 'Norm_1.5""",'Norm_1""""])
plt.show()
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X = np.arange(-3,3,0.01)

f1 = derivate(x, beta, r = 4, h = 2, order = 1)
f2 = derivate(x, beta, r = 3, h = 1.5, order = 2)
f3 = derivate(x, beta, r =2, h =1, order = 1)
f4 = derivate(x, beta, r = 2, h = 1, order = 0)

plt.plot(x,f1,x,f2,x,f3,x,f4)
plt.legend([ 'beta_2(4) ', 'beta_1.5(3) "', 'beta_1(2) " '])
plt.show()
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def R(K, h, r = None, order = 0):
R(K) = \int_R K(x)"2 dx
Input:

k: Kernel

h: Ancho de banda

r: Orden del kernel beta

order: orden de la derivada
Output:

R(K): E1 valor de la norma L2

return integrate.quad(lambda x: derivate(x, K, h = h, r

-np.inf,np.inf)[0]
print(R(norm, h = 1, order = 0))
print(R(norm, h = 1, order = 2))
print(R(beta, h = 1, r = 1, order = 1))
print(R(beta, h = 1, r = 2, order = 1))

0.28209479177387786
0.2115710938304085
1.5
2.142857142857143

def mu(K, h, r = None, n = 1):

Momento n-ésimo del Kernel
Input:
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k: Kernel
h: Ancho de banda
r: Orden del kernel beta
n: momento
Output:

mu_n(K): TMomento n-ésimo

return integrate.quad(lambda x: x**n * derivate(x, K, h = h, r = r, order = 0),

-np.inf,np.inf)[0]
print(mu(norm, h = 1, n = 1))
print(mu(norm, h = 1, n = 2))
print(mu(beta, h =1, r =1, n = 1))
print(mu(beta, h =1, r =2, n = 2))
0.0
1.000000000000001
0.0
0.14285714285714285

def grid(sample):
Genera una lista con (X_i-X_j) for i =1,..n; j = i+1,...,n
Input:
sample: muestra
Output
Lista con los puntos
n = len(sample)
ordered_sample = np.sort(sample)
symmetric_dif = np.subtract.outer(ordered_sample,ordered_sample)
return symmetric_dif[np.tril_indices(n, k = -1)]

example_grid = grid(np.array([1.1,2.3,3.6]))
print(example_grid)

[1.2 2.5 1.3]

def sum_sum_conv(grid, K, h, r = None, order = 0):
Sum Sum (K*K)(X_i-X_3)
Input:
sample: muestra
Output
Lista con los puntos
bound = np.max([4*h,np.max(grid)+h])
points = int(bound)*10000
X = np.linspace(-bound,bound,points)
delta = x[1]-x[0]
convolved = signal.fftconvolve(derivate(x, K, h = h, r = r, order = order),
derivate(x, K, h = h, r = r, order = order),
mode="same') * delta

f = interpolate.interpld(x,convolved)
return 2 * np.sum(f(grid)), f(grid)

def sum_sum_ker(grid, K, h, r = None, order = 0):
Sum Sum K(X_i-X_3j)
Input:
sample: muestra
Output
Lista con los puntos

return 2 * np.sum(derivate(grid, K, h = h, r = r, order = order))

def psi(r,sigma):
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return (-1)**(r/2)*np.math.factorial(r)/((np.pi**(1/2))*((2*sigma)**(r+1l))*np.math.factoria

print(sum_sum_conv(example_grid, norm, h = 1, order = 0))
print(sum_sum_ker(example_grid, norm, h = 1, order = 1))
print(sum_sum_conv(example_grid, beta, h = 1, r = 2, order = 1))
print(sum_sum_ker(example_grid, beta, h = 2, r = 2, order = 1))

(0.8817048076550167, array([0.19682237, 0.05913173, 0.18489831]))
-0.9992463737518531

(3.7209511390882466, array([ 9.96527046e-01, -1.07104774e-16, 8.63948523e-01]))

-0.7119140625

Funciones para la estimacion de densidades de tipo kernel.

El estimador de densidades

def u_kde(sample, K, bw, r = None):
Funcién para esimar la densidad
Input:
sample: muestra
K: kernel
bw: el ancho de banda
Output:
x: malla sobre la que se calcula
kde: la estimacidén sobre la malla

x = np.linspace(np.min(sample-1),np.max(sample+1),1001)
n = len(sample)
return x, np.sum([K(x-k, h = bw, r = r) for k in sample],0)/n

Definition of Bandwidth selection methods

Unbiased cross validation

def UCV(sample, K, r = None, h_min = ©.01, h_max = 3, npoints = 1001):

n = len(sample)
eval_grid = grid(sample)

h_grid = np.linspace(0.01,3,1001) #h_min,h_max,npoints)
ucv = []

for h in h_grid:
ucv_h = R(K, h =1, r = r)/(n*h)

ucv_h += sum_sum_conv(eval_grid, K, h, r = r, order = 0)[0]/(n*(n-1))
ucv_h -= 2 * sum_sum_ker(eval_grid, K, h, r = r, order = 0)/(n*(n-1))

UCV.append(ucv_h)

return h_grid[np.argmin(UCV)], h_grid, UCVv

Biased cross validation

def BCV(sample, K, r = None, h_min = ©0.01, h_max = 3, npoints = 1001):

n = len(sample)
eval_grid = grid(sample)

h_grid = np.linspace(h_min,h_max,npoints)
BCV = []
mu(K, h =1, r=r, n=2)%*%2

m_
for h in h_grid:
bcv_h = RK/(n*h)

bcv_h += (1/4)* h**4 * mu_2 * sum_sum_conv(eval_grid, K, h, r = r, order

(0]

2)[@]/(n*(n-



BCV.append(bcv_h)

return h_grid[np.argmin(BCV)], h_grid, BCV

Plug-in

def PI(sample, K, L, rK = None, rL = None, stages

n = len(sample)
hat_sigma =

order = 4 + 2 * stages

eval _psi = psi(order, hat_sigma)
mu_2L =
mu_2K = mu(K, h =1, r=rK, n =
eval_grid = grid(sample)

for i in range(stages):
order = order - 2
p_bw =

return (R(K, h =1, r =

Experimento con datos sintéticos

Generamos una muestra de una mixtura de dos normales.

Generating the synthetic dataset

mu(L, h =1, r =rL, n = 2)
2)*%2

2):

(-2 * derivate(®, L, h =1, r = rL, order
eval_psi = derivate(@, L, h = p_bw, r = rL, order
eval_psi += sum_sum_ker(eval_grid, L, h = p_bw, r = rL, order =
rK)/(mu_2K * eval psi * n))**(1/5)

def normal_mixture(n, p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2):

# The sample generated

ber = np.random.binomial(1,p,n)
N_1 = stats.norm.rvs(mu_1,sigma_1,size
N_2 = stats.norm.rvs(mu_2,sigma_2,size

sample = ber * N_1 + (1-ber) * N_2
return sample

def
# The real underlying density or
N_1 = derivate(x-mu_1, norm, h =
N_2 = derivate(x-mu_2, norm, h =
density = p * N_1 + (1-p) * N_2
return density

n = 100

p =0.3

mu_1l = 4; sigma_1 =1

mu_2 = 7; sigma_2 =1

np.random.seed(1234)

sample =

X = np.arange(1,10,0.001)

n)
n)

0)
9)

normal_mixture(n,p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2)

np.min([stats.tstd(sample),stats.igr(sample)/(stats.norm.ppf(0.75)-stats.norm.p

order)/(n*mu_2L*eval_psi))**(1/(orde
order)/n
order)/(n**2)

real_normal_mixture(x, p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2, order = 0):
its derivatives
sigma_1, order
sigma_2, order

plt.plot(x, real_normal_mixture(x, p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2))
plt.plot(sample,[@]*1len(sample), 'o',color =

plt.show()
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Estimacion con el Kernel Gaussiano

minimizacion de AMISE (f conocido)

R_f = integrate.quad(lambda x: real_normal_mixture(x, p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2, order =
-np.inf,np.inf)[0]

h_amise = (R(norm, h = 1)/(n*mu(norm, h = 1, n=2)**2 * R_f))**(1/5)

print('The AMISE optimal bandwidth is:%@.3f'%h_amise)

The AMISE optimal bandwidth is:0.437

Y con el resto de métodos

# Unviased Cross Validation estimate of the Bandwidth
[h_ucv, h_grid_ucv, ucv ] = UCV(sample, norm)
print('The UCV optimal bandwidth is:%@.3f'%h_ucv)

# Calculamos el ancho de banda optimo con BCV
[h_bcv, h_grid_bcv, bcv ] = BCV(sample, norm)
print('The UCV optimal bandwidth is:%@.3f'%h_bcv)

h_pi® = PI(sample, K = norm, L = norm, stages = ©)
print('The optimal @ stage PI bandwidth is:%0.3f'%h_pi@)

h_pil = PI(sample, K = norm, L = norm, stages = 1)
print('The optimal 1 stage PI bandwidth is:%@.3f'%h_pil)
h_pi2 = PI(sample, K = norm, L = norm, stages = 2)

print('The optimal @ stage PI bandwidth is:%@.3f'%h_pi2)

The UCV optimal bandwidth is:0.189
The UCV optimal bandwidth is:1.206
<ipython-input-12-d9d63576fb47>:2: DeprecationWarning: Using factorial() with floats is depreca
ted
return (-1)**(r/2)*np.math.factorial(r)/((np.pi**(1/2))*((2*sigma)**(r+1))*np.math.factorial
(r/2))
The optimal © stage PI bandwidth is:0.697
The optimal 1 stage PI bandwidth is:0.565
The optimal © stage PI bandwidth is:0.498

plt.plot(h_grid bcv[0:666],bcv[0:666],label="BCV(h)")
plt.plot(h_grid_ucv[0:666],ucv[0:666],label="UCV(h)")
plt.xlabel('h")

plt.legend(loc="best")

plt.title('Minimization of the \n UCV and BCV functions")

Text (0.5, 1.0, 'Minimization of the \n UCV and BCV functions')
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Minimization of the

UCV and BCV functions

03
— BCWih)
UCV(h}
02 1
01 1
00 A |
|
—0.1 - II
1
\ ———
\_ —
-0.2 1+ T T T T T T T T
000 025 050 075 100 125 150 175 200
h
t,famise = u_kde(sample, norm, h_amise)
ft = real_normal_mixture(t, p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2)

t,fucv = u_kde(sample,norm,h_ucv)
t,fbcv = u_kde(sample,norm,h_bcv)
t,fpi@ = u_kde(sample,norm,h_pi@)
t,fpil = u_kde(sample,norm,h_pil)
t,fpi2 = u_kde(sample,norm,h_pi2)

plt.figure(figsize=[12,12])
plt.plot(t,ft,label="f(x)"',color="black")
plt.plot(t,famise,label="$h_ {AMISE}"*$=%0.3f'%h_amise,alpha=0.5)
plt.plot(t,fucv,label="$h_{UCV}"*$=%0.3f"'%h_ucv,alpha=0.5)
plt.plot(t,fbcv,label="$h {BCV}"*$=%0.3f '%h_bcv,alpha=0.5)
plt.plot(t,fpie,label="$h_{PI_0}"*$=%0.3f'%h_pi@,alpha=0.5)
plt.plot(t,fpil,label="$h {PI_1}"*$=%0.3f'%h_pil,alpha=0.5)
plt.plot(t,fpi2,label="$h {PI_2}"*$=%0.3f '%h_pi2,alpha=0.5)

plt.legend(loc="best',fontsize=15)
#plt.title( 'Estimacion de la densidad con distintos \n anchos de banda y nucleo normal', fontsiz

plt.title('Comparison of the KDE estimate with different \n optimal bandwidths and gaussian ker
plt.show()
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Comparison of the KDE estimate with different
optimal bandwidths and gaussian kernel
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Estadisticas de los anchos de banda 6ptimos.
Ejecutaremos la estimacién 10 veces para obtener informacién sobre los anchos de banda 6ptimos.

Tomaremos muestras de la misma distribucion de la mezcla en cada iteracién y calcularemos el ancho de
banda 6ptimo en cada iteracion.

H UV = []
H_BCV = []
H_PIO = []
H_PI1 = []
H_PI2 = []
H PI3 =[]

for i in range(10):
np.random.seed(i)
sample = normal_mixture(n,p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2)
H_UCV.append(UCV(sample, norm)[0])
H_BCV.append(BCV(sample, norm)[0])

H_PI0@.append(PI(sample, K = norm, L = norm, stages = 0))
H_PIl.append(PI(sample, K = norm, L = norm, stages = 1))
H_PI2.append(PI(sample, K = norm, L = norm, stages = 2))
H_PI3.append(PI(sample, K = norm, L = norm, stages = 3))

print('%i iterations done'%(i+1)) if i % 10 == 9 else ©
results = np.array([np.array(H_UCV),np.array(H_BCV),np.array(H_PI@),np.array(H_PI1),np.array(H_
centered_results = results - h_amise
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<ipython-input-12-d9d63576fb47>:2: DeprecationWarning: Using factorial() with floats is depreca
ted

return (-1)**(r/2)*np.math.factorial(r)/((np.pi**(1/2))*((2*sigma)**(r+1))*np.math.factorial
(r/2))

10 iterations done

figl, ax1 = plt.subplots()

#ax1.set_title('Comparacion de la distribucion\n de distintos selectores')
axl.set_title('Comparation of different\noptimal bandwidths")
axl.boxplot(centered_results)

axl.hlines(90,0.5,6.5,1linestyle="dashed"',alpha=0.3)
plt.xticks([1,2,3,4,5,6],['$UCV$', '$BCV$', '$PI_0$', '$PI_1%$', '$PI_2%', '$PI_3%'])
plt.show()

Comparation of different
optimal bandwidths
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Usando el kernel beta (kernel Triweight, r=3)

Para el estimador P, se utilizara un kernel piloto gaussiano

AMISE minimum when f is known

R_f = integrate.quad(lambda x: real_normal_mixture(x, p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2, order =
-np.inf,np.inf)[0]

h_amise = (R(norm, h = 1)/(n*mu(beta, r = 3, h = 1, n=2)%*2 * R_f))**(1/5)

print('The AMISE optimal bandwidth is:%@.3f'%h_amise)

The AMISE optimal bandwidth is:1.053

Y con el resto de métodos

# Unviased Cross Validation estimate of the Bandwidth
[h_ucv, h_grid_ucv, ucv ] = UCV(sample, beta, r = 3)
print('The UCV optimal bandwidth is:%@.3f'%h_ucv)

# Calculamos el ancho de banda optimo con BCV
[h_bcv, h_grid_bcv, bcv ] = BCV(sample, beta, r = 3, h_min = 0.1 , h_max = 3)
print('The UCV optimal bandwidth is:%0.3f'%h_bcv)

h_pi® = PI(sample, K = beta, rK = 3, L = norm, stages = 0)
print('The optimal © stage PI bandwidth is:%@.3f'%h_pi@)
h_pil = PI(sample, K = beta, rKk = 3, L = norm, stages = 1)
print('The optimal 1 stage PI bandwidth is:%@.3f'%h_pil)
h_pi2 = PI(sample, K = norm, L = norm, stages = 2)
print('The optimal @ stage PI bandwidth is:%@.3f'%h_pi2)

The UCV optimal bandwidth is:1.003
The UCV optimal bandwidth is:3.000

<ipython-input-12-d9d63576fb47>:2: DeprecationWarning: Using factorial() with floats is depreca
ted

return (-1)**(r/2)*np.math.factorial(r)/((np.pi**(1/2))*((2*sigma)**(r+1))*np.math.factorial
(r/2))
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The optimal © stage PI bandwidth is:1.910
The optimal 1 stage PI bandwidth is:1.896
The optimal @ stage PI bandwidth is:0.635

[h_bcv, h_grid_bcv, bcv ] = BCV(sample, beta, r = 6, h_min = 0.1 , h_max = 5)
print('The UCV optimal bandwidth is:%@.3f'%h_bcv)

The UCV optimal bandwidth is:@.355

plt.plot(h_grid_bcv[0:666],bcv[0:666],label="BCV(h)")
plt.plot(h_grid_ucv[0:666],ucv[0:666],label="UCV(h)")
plt.xlabel('h")

plt.legend(loc="best")

plt.title('Minimization of the \n UCV and BCV functions')

Text(0.5, 1.0, 'Minimization of the \n UCV and BCV functions')

Minimization of the
1e11 UCV and BCV functions
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t,famise = u_kde(sample, beta, r = 3, bw = h_amise)
ft = real_normal_mixture(t, p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2)
t,fucv = u_kde(sample,beta, r = 3, bw = h_ucv)

t,fbcv = u_kde(sample,beta, r = 6, bw = h_bcv)
t,fpi@ = u_kde(sample,beta, r = 3, bw = h_pio)
t,fpil = u_kde(sample,beta, r = 3, bw = h_pil)
t,fpi2 = u_kde(sample,beta, r = 3, bw = h_pi2)

plt.figure(figsize=[12,12])
plt.plot(t,ft,label="f(x)"',color="black")
plt.plot(t,famise,label="$h {AMISE}"*$=%0.3f'%h_amise,alpha=0.5)
plt.plot(t,fucv,label="$h_{UCV}"*$=%0.3f"'%h_ucv,alpha=0.5)
plt.plot(t,fbcv,label="$h {BCV}"*$=%0.3f '%h_bcv,alpha=0.5)
plt.plot(t,fpi0,label="$h {PI_0}"*$=%0.3f '%h_pi0,alpha=0.5)
plt.plot(t,fpil,label="$h {PI_1}"*$=%0.3f '%h_pil,alpha=0.5)
plt.plot(t,fpi2,label="$h_ {PI_2}"*$=%0.3f '%h_pi2,alpha=0.5)

plt.legend(loc="best',fontsize=15)

#plt.title( 'Estimacion de la densidad con distintos \n anchos de banda y nucleo normal', fontsiz
plt.title('Comparison of the KDE estimate with different \n optimal bandwidths and triweight ke
plt.show()
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Comparison of the KDE estimate with different
optimal bandwidths and triweight kernel
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Estadisticas de los anchos de banda 6ptimos.
Ejecutaremos la estimacién 10 veces para obtener informacién sobre los anchos de banda 6ptimos.

Tomaremos muestras de la misma distribucion de la mezcla en cada iteracién y calcularemos el ancho de
banda 6ptimo en cada iteracion..

HUCV = []
H_BCV = []
H_PIO = []
H_PI1 = []
H_PI2 = []
H PI3 =[]

for i in range(10):
np.random.seed(i)
sample = normal_mixture(n,p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2)
H_UCV.append(UCV(sample, beta, r = 3)[0])

H_BCV.append(BCV(sample, beta, r = 3, h_min = 0.1, h_max = 6)[0])

H_PI0@.append(PI(sample, K = beta, rK = 3, L = norm, stages = 0))
H_PIl.append(PI(sample, K = beta, rK = 3, L = norm, stages = 1))
H_PI2.append(PI(sample, K = beta, rK = 3, L = norm, stages = 2))
H_PI3.append(PI(sample, K = beta, rK = 3, L = norm, stages = 3))

print('%i iterations done'%(i+1)) if i % 10 == 9 else ©
results = np.array([np.array(H_UCV),np.array(H_BCV),np.array(H_PI@),np.array(H_PI1),np.array(H_
centered_results = results-h_amise
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<ipython-input-12-d9d63576fb47>:2: DeprecationWarning: Using factorial() with floats is depreca
ted

return (-1)**(r/2)*np.math.factorial(r)/((np.pi**(1/2))*((2*sigma)**(r+1))*np.math.factorial
(r/2))

10 iterations done

figl, ax1 = plt.subplots()

#ax1l.set_title( 'Comparacion de la distribucidn\n de distintos selectores')
axl.set_title('Comparation of different\noptimal bandwidths")
axl.boxplot(centered_results)

axl.hlines(90,0.5,6.5,1linestyle="dashed"',alpha=0.3)
plt.xticks([1,2,3,4,5,6],['$UCV$', '$BCV$', '$PI_0$', '$PI_1%$', '$PI_2%', '$PI_3%'])
plt.show()
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Anexo lll. Cdédigo Python para la estimacion de
densidades bivariante mediante un nucleo
Gaussiano

El conjunto de funciones y comandos que se muestran en este documento estan desarrollados para realizar la
estimacion de densidades de tipo Nucleo

- Autor: Daniel Bacaicoa Barber (Sep 21)

Son necesarios los siguientes paquetes

* NumPy

® SciPy

* SymPy

* MatplotLib

import numpy as np

import scipy

import matplotlib.pyplot as plt
import sympy

# Es necesario importar ciertos paquetes de SciPy
from scipy import stats, integrate, signal, interpolate, misc, special

# Paquetes para los grdficos
from matplotlib import cm
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

Funciones de tipo nucleo soportadas
Aunque programaremos también la familia beta para mostrarla, realizaremos los calculos con el ntcleo

Gaussiano.

Familia beta (Duong, 2015)

2
dvaB(r+1,d/2)

o Ky(z)=Bu(z,r) = = (1 — wTH’lm)Tl{zTHflzgl} where ¢, =
|H|>
2TH g

* Kylx) = ¢n(z) = —=|H|[ e 7

def Spherical_beta(p, r = 1, H = np.eye(2)):
Funcién que evalua el kernel beta esférico
Input:
p: puntos donde evaluar la funcién
r: orden del nucleo
H: matriz de ancho de banda
Output
x: valor del nucleo en p
if len(p.shape) == 1:
# We have to convert the List (one-dim array) into a vector (two-dim array)
p = p.reshape(-1,1)

d = p.shape[1]
p=p.T

v_d (np.pi**(d/2))/special.gamma(d/2 + 1)
c_r = 2/(d*v_d*special.beta(r+1,d/2))

detH = np.linalg.det(H)

invH = np.linalg.inv(H)

return c_r * np.diag(l - (p.T@invH@p))**r * (np.diag((p.T@invH@p))<=1)
84



n_grid = 100

X = np.linspace(-2,2,n_grid)

y = np.linspace(-2,2,n_grid)
X,Y = np.meshgrid(x,y)

Sigma = np.array([[2,1],[1,3]1])

pos = np.array([X.flatten(),Y.flatten()]).T
Z1 = Spherical_beta(pos, r = 1, H = Sigma)
Z2 = Spherical_beta(pos, r = 1, H = 2*np.eye(2))

fig = plt.figure(figsize=[8,4])

axl = plt.subplot(1,2,1)

axl.set_title('Nucleo Beta \nde orden 1 con H def. pos")
axl.contourf(X,Y,Z1l.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)
axl.set_aspect('equal', adjustable='box")

ax2 = plt.subplot(1,2,2)

ax2.set_title('Nucleo Beta \nde orden 2 con H = 2I")
ax2.contourf(X,Y,Z2.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)
ax2.set_aspect('equal', adjustable='box")

Nucleo Beta Nucleo Beta
20 de orden 1 con H def. pos 20 de orden 2 con H = 21
15 A 15 A
10 A 10 A
05 A 05
0.0 1 0.0 1
—0.5 —0.5
-1.0 -1.0 4
-1.5 -1.5 1
-2.0 T T T -2.0 T T T
—2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

def Mv_norm(p, H = np.eye(2), r = None):
Funcién que evalua el kernel Gaussiano
Input:
p: puntos donde evaluar la funcién
H: matriz de ancho de banda
r: Por si en alguna aplicacién se le pasa r de beta, no tiene efecto

x: valor del nucleo en p

return stats.multivariate_normal.pdf(p, mean = np.zeros(2), cov = H)

n_grid = 100

x = np.linspace(-2,2,n_grid)

y = np.linspace(-2,2,n_grid)
X,Y = np.meshgrid(x,y)

Sigma = np.array([[2,1],[1,3]1])

pos = np.array([X.flatten(),Y.flatten()]).T
Z1 = Mv_norm(pos, r = 1, H = Sigma)
Z2 = Mv_norm(pos, r = 1, H = 2*np.eye(2))

fig = plt.figure(figsize=[8,4])
axl = plt.subplot(1,2,1)
axl.set_title('Nucleo Gaussiano \nde con H def. pos')
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axl.contourf(X,Y,Z1l.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)
axl.set_aspect('equal', adjustable='box")

ax2 = plt.subplot(1,2,2)

ax2.set_title('Nucleo Gaussiano \nde con H = 2I')
ax2.contourf(X,Y,Z2.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)
ax2.set_aspect('equal', adjustable='box")

MNucleo Gaussiano Mucleo Gaussiano
de con H def. pos de con H = 2|
20 20
151 15 1
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Funciones Auxiliares
Definimos algunas funciones que seran necesarias. Por ejemplo, la derivada de los nucleos

Notese que utilizaremos el paquete de calculo simbolico SymPy.

In [6]: def Kron_invsqrt(M, r = 2, inv_sqrt = True):
Funcion que devuelve el prod. de kronecker r veces de una matriz elevada a (-1/2)
Input:
M: Matriz
r: numero de veces que se realiza el producto
inv_sqgrt: Si es False no se eleva la matriz a (-1/2)
Output
Mr: Matriz producto de tamafio 2~rx2-r
if inv_sqrt == True:
Mn = scipy.linalg.sqrtm(np.linalg.inv(M))
else:
Mn =M
M_new = Mn
for i in range(r-1):
M_new = np.kron(M_new,Mn)
return M_new

Z = np.array([[2,1],[1,3]])
print(Kron_invsqrt(z,r=2))
print(Kron_invsqrt(np.eye(2),r=2))

[[ ©.57888544 -0.11055728 -0.11055728 ©.02111456]
[-0.11055728 ©0.46832816 ©0.02111456 -0.08944272]
[-0.11055728 ©.02111456 ©.46832816 -0.08944272]

[ ©.02111456 -0.08944272 -0.08944272 0.37888544]]

[[1. @. 0. 0.]

[6. 1. 0. 0.]

[6. 0. 1. 0.]

[e. 8. 0. 1.]]
In [7]:

def normal_derivative(p, H = np.eye(2), order = 1):
Calcula la r-esima derivada de la funcidén de densidad normal
Input:
p: Valores en los que evaluar la derivada
H: Matriz de ancho de banda
order: Drivada (hasta 4)
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Output

D~{\otimes r}: vector con las derivadas por cada punto
from sympy import lambdify
sX, Sy = sympy.symbols('sx sy')

expr = 1/(2*sympy.pi) * sympy.exp(-1/2 * (sx**2+sy**2))
if order ==

DF = sympy.Matrix([[sympy.diff(expr,sx),
sympy.diff(expr,sy)]])

elif order ==

DF = sympy.Matrix([[sympy.diff(expr,sx,sx),
sympy.diff(expr,sx,sy),
sympy.diff(expr,sy,sx),
sympy .diff(expr,sy,sy)1])

elif order ==

DF = sympy.Matrix([[sympy.diff(expr,sx,sx,sx),
sympy.diff(expr,sx,sx,sy),
sympy.diff(expr,sx,sy,sx),
sympy.diff(expr,sx,sy,sy),
sympy.diff(expr,sy,sx,sx),
sympy.diff(expr,sy,sx,sy),
sympy.diff(expr,sy,sy,sx),
sympy.diff(expr,sy,sy,sy)]])

elif order == 4:

DF = sympy.Matrix([[sympy.diff(expr,sx,sx,sx,sx),
sympy .diff(expr,sx,sx,sx,sy),
sympy .diff(expr,sx,sx,sy,sx),
sympy.diff(expr,sx,sx,sy,sy),
sympy.diff(expr,sx,sy,sx,sx),
sympy .diff(expr,sx,sy,sx,sy),
sympy .diff(expr,sx,sy,sy,sx),
sympy.diff(expr,sx,sy,sy,sy),
sympy .diff(expr,sy,sx,sx,sx),
sympy.diff(expr,sy,sx,sx,sy),
sympy.diff(expr,sy,sx,sy,sx),
sympy .diff(expr,sy,sx,sy,sy),
sympy.diff(expr,sy,sy,sx,sx),
sympy.diff(expr,sy,sy,sx,sy),
sympy.diff(expr,sy,sy,sy,sx),
sympy.diff(expr,sy,sy,sy,sy)1])

s = (sx, sy)
DF_func = lambdify(s, DF , modules='numpy"')

det = np.linalg.det(H)**(-0.5)
Hr = Kron_invsqrt(H,r = order)
p = p @ Kron_invsgrt(H,r = 0)
if len(p.shape) == 1:

return (det*Hr@DF_func(p[@],p[1]).T).T
else:
return (det*Hr@np.array([DF_func(pos[@],pos[1]) for pos in p]).squeeze().T).T
normal_derivative(pos,order = 1)

array([[ ©.00583005, ©.00583005],
[ ©.00618798, 0.00631557],
[ ©.00655438, ©.00683035],
e

[-0.00655438, -0.00683035],

[-0.00618798, -0.00631557],

[-0.00583005, -0.00583005]])

# Vemos que podemos reestructurar la salida D*2 en un tensor (100,100, 4)
# donde para cada punto tenemos vec(HK).T
normal_derivative(pos,order = 2).reshape(n_grid,n_grid,-1)[0,0,:]

array([0.00874507, ©.0116601 , ©.0116601 , ©.00874507])

# Vemos que tambien podemos reestructurar la salida D*2 por ejemplo
# en un tensor (ne puntos, 2, 2) donde para cada punto tenemos la Hessiana
normal_derivative(pos,order = 2).reshape(10000,2,2)[0,:,:]
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Out[9]:

In [10]:

array([[0.00874507, 6.0116601 ],
[0.0116601 , 6.00874507]])

n_grid = 100

x = np.linspace(-2,2,n_grid)

y = np.linspace(-2,2,n_grid)
X,Y = np.meshgrid(x,y)

Sigma = np.array([[2,1],[1,3]])

pos = np.array([X.flatten(),Y.flatten()]).T

Z1 = normal_derivative(pos,order
Z2 = normal_derivative(pos,order
Z3 = normal_derivative(pos,order
Z4 = normal_derivative(pos,order
fig = plt.figure(figsize=[8,8])
axl = plt.subplot(2,2,1)

ax1l.

axl

=1,
=1,
=1,
=1,

H=np.eye(2))[:,0]
H=np.eye(2))[:,1]
H=Sigma)[:,0]
H=Sigma)[:,1]

set_title('Derivada con respecto de x\ndef nicleo gaussiano H
.contourf(X,Y,Z1.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)

set_title('Derivada con respecto de y\ndef nicleo gaussiano H
contourf(X,Y,Z2.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)

set_title('Derivada con respecto de y\ndefi nicleo gaussiano H

axl.set_aspect('equal', adjustable='box")
ax2 = plt.subplot(2,2,2)

ax2.

ax2.

ax2.set_aspect('equal’, adjustable='box")
ax3 = plt.subplot(2,2,3)

ax3.

ax3.

contourf(X,Y,Z3.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)

ax3.set_aspect('equal', adjustable='box")

ax4 = plt.subplot(2,2,4)

ax4.set_title('Derivada con respecto de y\ndefi nicleo gaussiano H
ax4.contourf(X,Y,Z4.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)
ax4.set_aspect('equal', adjustable='box")

plt.show()

Derivada con respecto de x
defi nicleo gaussiano H = |

20

Derivada con respecto de y
defi nicleo gaussiano H = |

15

10

05

0.0

-0.5

-1.0

-1.5

-2.0
-2 Derivdda confrespectd de y 2
0 defi niclee gaussiano H def pos.

15
10
05
0.0
-0.5

-1.0

-2.0

2

-2 Derivdda contespectd de y

0 defi nicleo gaussianc H def pos.

15

10

05

0.0

-0.5

Calculamos tambien
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* R(K) = R(¢1) = [ $(x)’da
* ma(K) = [p 2ig(z)*de

# R(K) para K = N(6,I) y mu_2(K)

RN = integrate.dblquad(lambda y, x: Mv_norm([x,y])**2,-np.inf,np.inf, lambda x: -np.inf, lambda
print(RN)

mu_2N = integrate.dblquad(lambda y, x: x**2*Mv_norm([x,y])**2,-np.inf,np.inf, lambda x: -np.inf,
print(mu_2N)

0.07957747154589243
0.039788735772780616

def grid(sample):
Genera un vector con todas las restas del tipo (X_i-X_j) for i =1,..n; j =1,...,n, jl=i
Input:
muestra
Output
List con todas las diferencias salvo las de un punto consigo mismo
n,d = sample.shape
grid = np.array(n)
for i in range(n):
for j in range(n):
if jl=i:
if i==0 and j==1:
grid = np.array(sample[i,:]-sample[j,:])
else:
grid = np.vstack((grid,np.array(sample[i,:]-sample[j,:])))
return grid

example_grid = grid(np.array([[1,1],[1,0],[9,11]))
print(example_grid.shape)
print(example_grid)

(6, 2)

[[e 1]
[1 o]
[ 6-1]
[ 1-1]
[-1 o]
[-1 1]]

def sum_sum_conv(muestra, H, order = 4):
Devuelve el kernel evaluado en todas las diferencias de los puntos de la muestra
Tenemos en cuenta que si queremos la convilucidén simplemente sera K_{2H}
Input:
muestra
H: La matriz de ancho de banda
orden
Output:
el vectro suma de las derivadas
n,_ = muestra.shape
eval_grid = grid(muestra)
if order ==
return np.sum(Mv_norm(eval_grid, H = H),axis=0)/(n*(n-1))
else:
return np.sum(normal_derivative(eval_grid, order = order, H = H),axis=0)/(n*(n-1))

Funcidon de estimacion de la densidad

def mv_kde(sample, H):
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Funcién para calcular la densidad estimada
Input:

sample: la muestra

H: La matriz ancho de banda
Output:

x: la malla de evaluacidn

kde: el valor de la densidad

n,_ = sample.shape

n_grid = 100

X = np.linspace(np.min(sample[:,0]-.5),np.max(sample[:,0]+.5),n_grid)

y = np.linspace(np.min(sample[:,1]-.5),np.max(sample[:,1]+.5),n_grid)

X,Y = np.meshgrid(x,y)

pos = np.array([X.flatten(),Y.flatten()]).T

return np.meshgrid(x,y), np.sum([Mv_norm(pos-k, H = H) for k in sample],9)/n

Métodos de seleccion de matriz de ancho de banda 6ptima

Unbiased cross validation

def Selector_UCV(sample):
n,_ = sample.shape
eval _grid = grid(sample)

h_grid = np.linspace(0.1,3,11)
rho_grid = np.linspace(-1,1,11)

#Como punto inicial ponemos Lla identitad

H_ast = np.eye(2)

UCV = RN/n + sum_sum_conv(sample, H = 2*np.eye(2), order = 0)
UCV -= 2*sum_sum_conv(sample, H = np.eye(2), order = 0)

ucv_list = []

for sigma_1 in h_grid:
for sigma_2 in h_grid:
for rho in rho_grid:
A = np.array([[sigma_1, rho],
[rho, sigma_2]])
H=A@A.T
det = np.linalg.det(H)**(-0.5)
ucv_h = det*RN/n + sum_sum_conv(sample, H = 2*H, order = 0)
ucv_h -= 2*sum_sum_conv(sample, H = H, order = 0)
ucv_list.append(ucv_h)
if ucv_h < UCV:
UCV = ucv_h
H_ast = H
return H_ast, UCV, ucv_list

Biased cross validation

def Selector_BCV(sample):
n,_ = sample.shape
eval_grid = grid(sample)

h_grid = np.linspace(0.1,3,11)
rho_grid = np.linspace(-1,1,11)

#Como punto inicial ponemos la identitad

H_ast = np.eye(2)

vec_H = H_ast.reshape((-1, 1), order="F")

BCV = RN/n

BCV += .25 * mu_2N**2 * vec_H.T @ sum_sum_conv(sample, H = np.eye(2), order = 4).reshape(4,4

bcv_list = []

for sigma_1 in h_grid:
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for sigma_2 in h_grid:
for rho in rho_grid:
A = np.array([[sigma_1, rho],
[rho, sigma_2]])
H=A@A.T
= np.linalg.det(H)**(-0.5)
vec_H = H.reshape((-1, 1), order="F")

bcv_h = det*RN/n
bcv_h += .25 * mu_2N**2 * vec_H.T @ sum_sum_conv(sample, H = H, order = 4).resha
bcv_list.append(bcv_h)
if bcv_h < BCV:
BCV = bcv_h
H_ast = H
return H_ast, BCV, bcv_list

Plug-in de una etapa

def Selector_PI(sample):
n,_ = sample.shape
# Para estimar Lla matriz de covarianzas
Sigma = np.cov(sample.T)

h_grid = np.linspace(0.1,3,11)
rho_grid = np.linspace(-1,1,11)

g 4 = (1/3)**(1/4)*2*Sigma*n**(-1/4)
psi_4 = normal_derivative(np.zeros(2), H = g_4, order = 4).reshape(-1,1)
psi_4 += sum_sum_conv(sample, H = g_4, order = 4).reshape(-1,1)

H_NS = Sigma * n**(-0.5)
vec_H NS = H_NS.reshape((-1, 1), order="F")
H_ast = H_NS

PI = np.linalg.det(H_NS)**(-0.5) * RN/n
PI += 0.25 * mu_2N**2 * psi 4.T @ np.kron(vec_H_NS,vec_H_NS)

pi_list = []

for sigma_1 in h_grid:
for sigma_2 in h_grid:
for rho in rho_grid:
A = np.array([[sigma_1, rho],
[rho, sigma_2]])
H=A@A.T

det = np.linalg.det(H)**(-0.5)

vec_H = H.reshape((-1, 1), order="F")

pi_h = det * RN/n

pi_h += 0.25 * mu_2N**2 * psi 4.T @ np.kron(vec_H,vec_H)

pi_list.append(pi_h)
if pi_h < PI:
PI = pi_h
H_ast = H
return H_ast, PI, pi_list

Generamos un conjunto de datos sintético como mixtura de 3 normales

def normal_mixture(n, p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2, mu_3, sigma_3):
# The sample generated
binom = stats.binom.rvs(2, p, size=100)

N_1 = stats.multivariate_normal.rvs(mu_1,sigma_1,size = n)
N_2 = stats.multivariate_normal.rvs(mu_2,sigma_2,size = n)
N_3 = stats.multivariate_normal.rvs(mu_3,sigma_3,size = n)

sample = np.vstack((binom==0,binom==0)).T * N_1
sample+= np.vstack((binom==1,binom==1)).T * N_2
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sample+= np.vstack((binom==2,binom==2)).T * N_3
return sample

def real_normal_mixture(x, p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2, mu_3, sigma_3):
# The real underlying density or its derivatives
N_1 = stats.multivariate_normal.pdf(x, mu_1, sigma_1)
N_2 = stats.multivariate_normal.pdf(x, mu_2, sigma_2)
N_3 = stats.multivariate_normal.pdf(x, mu_3, sigma_3)
density = p**2 * N_1 + 2*p*(1-p) * N_2 + (1-p)**2 * N_3
return density

Estimacion de la densidad con un Kernel Gaussiano

n = 100

p =0.24

mu_1 = 3*np.ones(2); sigma_1 = np.array([[2,1],[1,3]1])
mu_2 = np.array([0,1]); sigma_2 = np.diag([2,1])

mu_3 = np.array([3,2]); sigma_3 = np.diag([1,3])
np.random.seed(1234)

sample = normal_mixture(n,p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2, mu_3, sigma_3)

Q, kde = mv_kde(sample, H=np.eye(2))
X,Y =Q
n_grid = Q[0@].shape[0]

pos = np.array([X.flatten(),Y.flatten()]).T
f = real_normal_mixture(pos, p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2, mu_3, sigma_3)

fig = plt.figure(figsize=(14,7))

axl = fig.add_subplot(1,2,1)

axl.contourf(X,Y,f.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)

for i in range(n):
axl.scatter(sample[i,0],sample[i,1],color = 'purple")

axl.set_title('Densidad real y elementos\nde la muestra')

ax2 = plt.subplot(1,2,2)
ax2.contourf(X,Y,kde.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)

ax2.set_title('Estimacion con H=I")

plt.show()
Densidad real y elementos
de la muestra Estimacion con H=I
81 » 8
.
61 *e 6
.

92



fig = plt.figure(figsize=[14,7])

axl = fig.add_subplot(1, 2, 1, projection="'3d")

axl.plot_surface(X, Y, f.reshape(n_grid,n_grid), rstride=3, cstride=3, linewidth=1, antialiased=
cmap=cm.GnBu)

cset = axl.contourf(X, Y, f.reshape(n_grid,n_grid), zdir='z', offset=-0.15, cmap=cm.GnBu)
for i in range(n):
axl.scatter(sample[i,0],sample[i,1],color = 'purple', alpha=9.5)

axl.set_zlim(-0.15,0.1)
axl.set_zticks(np.linspace(0,0.1,5))

axl.view_init(15, -10)

axl.set_title('Densidad real y elementos\nde la muestra')

axl = fig.add_subplot(1l, 2, 2, projection="'3d")

axl.plot_surface(X, Y, kde.reshape(n_grid,n_grid), rstride=3, cstride=3, linewidth=1, antialiase
cmap=cm.GnBu)

cset = axl.contourf(X, Y, kde.reshape(n_grid,n_grid), zdir='z', offset=-0.15, cmap=cm.GnBu)

axl.set_zlim(-0.15,0.1)

axl.set_zticks(np.linspace(9,0.1,5))

axl.view_init(15, -10)

axl.set_title('Densidad estimada con H = I")

plt.show()

Densidad real y elementos

de la muestra Densidad estimada con H = |
0100 0100
L 0.050 0.050
0.025 0.025
0.000 0.000
2 — 3y
o ]
2 2
4 4
6 6
0 2 4 6 g 0 2 4 6 g

Y con los selectores presentados anteriormente

H_pi, _, _ = Selector_PI(sample)

print('The optimal bandwidth with PI is:\n',H_pi)
H_ucv, _, _ = Selector_UCV(sample)

print('\nThe optimal bandwidth with UCV is:\n',H_ucv)
H_bcv, _, _ = Selector_BCV(sample)

print('\nThe optimal bandwidth with BCV is:\n',H_bcv)

The optimal bandwidth with PI is:
[[1.7476 ©.892 ]
[0.892 1.1009]]

The optimal bandwidth with UCV is:
[[0.6224 0.66 ]
[0.66 1.1009]]

The optimal bandwidth with BCV is:

[[9. ©.]
[0. 9.1]
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Q, kde_ucv = mv_kde(sample, H = H_ucv)

Q, kde_bcv = mv_kde(sample, H = H_bcv)

Q, kde_pi = mv_kde(sample, H = H_pi)
X,Y = Q

n_grid = Q[0@].shape[0]

pos = np.array([X.flatten(),Y.flatten()]).T

f = real_normal_mixture(pos, p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2, mu_3, sigma_3)

fig = plt.figure(figsize=(14,14))
axl = fig.add_subplot(2,2,1)
axl.contourf(X,Y,f.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)
for i in range(n):

axl.scatter(sample[i,0],sample[i,1],color = 'purple’,alpha=0.5)
axl.set_title('Densidad real y elementos\nde la muestra')

ax2 = plt.subplot(2,2,2)
ax2.contourf(X,Y,kde_ucv.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)
ax2.set_title('Densidad estimada con\nH=H_ucv')

ax3 = plt.subplot(2,2,3)
ax3.contourf(X,Y,kde_bcv.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)
ax3.set_title('Densidad estimada con\nH=H_bcv"')

ax4 = plt.subplot(2,2,4)
ax4.contourf(X,Y,kde_pi.reshape(n_grid,n_grid),cmap=plt.cm.GnBu)
ax4.set_title('Densidad estimada con\nH=H_pi')

plt.show()
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In [24]:

Densidad real y elementos Densidad estimada con

de la muestra H=H_ucv
84 o B
®
61 ®e 6
®
®
®
44 44
2 2
04 01
> B : p ; 3 § ; p ;
Densidad estimada con Densidad estimada con
H=H_bcv H=H_pi
84 8
6
44
5
o

Q, kde_ucv = mv_kde(sample, H = H_ucv)

Q, kde_bcv = mv_kde(sample, H = H_bcv)

Q, kde_pi = mv_kde(sample, H = H_pi)

X,Y =Q

n_grid = Q[0@].shape[0]

pos = np.array([X.flatten(),Y.flatten()]).T

f = real_normal_mixture(pos, p, mu_1, sigma_1, mu_2, sigma_2, mu_3, sigma_3)

fig = plt.figure(figsize=(14,14))
axl = fig.add_subplot(2,2,1, projection='3d")
axl.plot_surface(X, Y, f.reshape(n_grid,n_grid), rstride=3, cstride=3, linewidth=1, antialiased=
cmap=cm.GnBu)
cset = axl.contourf(X, Y, f.reshape(n_grid,n_grid), zdir='z', offset=-0.15, cmap=cm.GnBu)
for i in range(n):
axl.scatter(sample[i,0],sample[i,1],color = 'purple’,alpha=0.5)
axl.set_title('Densidad real y elementos\nde la muestra')

ax2 = plt.subplot(2,2,2, projection='3d")

ax2.plot_surface(X, Y, kde_ucv.reshape(n_grid,n_grid), rstride=3, cstride=3, linewidth=1, antial
cmap=cm.GnBu)

cset = ax2.contourf(X, Y, kde_ucv.reshape(n_grid,n_grid), zdir='z', offset=-0.15, cmap=cm.GnBu)

ax2.set_title('Densidad estimada con\nH=H_ucv')

ax3 = plt.subplot(2,2,3, projection="3d")

ax3.plot_surface(X, Y, kde_bcv.reshape(n_grid,n_grid), rstride=3, cstride=3, linewidth=1, antial
cmap=cm.GnBu)
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cset = ax3.contourf(X, Y, kde_bcv.reshape(n_grid,n_grid), zdir='z', offset=-0.15, cmap=cm.GnBu)

ax3.set_title('Densidad estimada con\nH=H_bcv")

ax4 = plt.subplot(2,2,4, projection="3d")

ax4.plot_surface(X, Y, kde_pi.reshape(n_grid,n_grid), rstride=3, cstride=3, linewidth=1, antiali:
cmap=cm.GnBu)

cset = ax4.contourf(X, Y, kde_pi.reshape(n_grid,n_grid), zdir='z', offset=-0.15, cmap=cm.GnBu)

ax4.set_title('Densidad estimada con\nH=H_pi")

axl.set_zlim(-0.15,0.1)

axl.set_zticks(np.linspace(0,0.1,5))

axl.view_init(15, -10)

ax2.set_z1lim(-0.15,0.1)

ax2.set_zticks(np.linspace(0,0.1,5))

ax2.view_init(15, -10)

ax3.set_zlim(-0.15,0.1)

ax3.set_zticks(np.linspace(0,0.1,5))

ax3.view_init(15, -10)

ax4.set_z1lim(-0.15,0.1)

ax4.set_zticks(np.linspace(0,0.1,5))

ax4.view_init(15, -10)

plt.show()
Densidad real y elementos Densidad estimada con
de la muestra H=H_ucv
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