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Resumen

En este trabajo se desarrollan los modelos compartimentales SIR y SIS
en sus versiones mas sencillas deterministas y estocdasticas con tratamiento
DTMC. Se comentan algunos parametros o resultados de interés, como el
nimero reproductivo basico, la tasa de reproduccién efectiva, la tasa de in-
cidencia, el nimero maximo de infectados en forma simultanea y el tamano
final de la epidemia, entre otros.

Mediante el uso del software R y a partir de datos no reales, se realizan simu-
laciones para poder observar cémo el cambio en las condiciones iniciales y en

los parametros principales, afectan el desarrollo y los efectos de una epidemia.

Palabras claves: Epidemia. Modelos compartimentales, deterministas, es-
tocasticos. Brote epidémico. Numero de basico de reproduccion. Numero de

infectados.



1. CAPITULO I: Preliminares

1.1. Introduccién

Cuando una enfermedad infecciosa, nueva o reemergente, aparece en el seno de
una comunidad y el nimero de individuos infectados aumenta rdpidamente, se

dice que se manifiesta un brote epidémico.

El avance de la sociedad y la globalizacién, si bien traen consigo muchos
beneficios para el hombre, también llevan a la naturaleza a situaciones extre-
mas. Los altos niveles de contaminacion y la deforestacion que propician el
cambio climético, el exterminio de especies y la escasa empatia del hombre,
en general, por el medio ambiente, sumado a la falta de inversiones importan-
tes en pro de una mayor sustentabilidad hacen que nos encontramos en estos
ultimos tiempos, quizas mas que nunca, ante la necesidad de entender los
avances de las enfermedades, endemias, epidemias o pandemias que atacan
al hombre.

Desde la antigiiedad, la humanidad estuvo expuesta a enfermedades que, de
una forma u otra, cambiaron la dinamica individual y social. Los registros
histéricos relatan sobre las pestes sufridas por los egipcios durante el Exodo
y que fueron consideradas un castigo divino hasta que Hipécrates® realizé
los primeros estudios sobre la transmisién de las enfermedades. Desde aquel
momento en adelante los cinco continentes en uno u otro momento se vie-
ron afectados por distintas enfermedades que se convirtieron en epidemias o
pandemias, pasando por la Viruela, el Sarampion, la Peste Bubonica, el Ti-
fus, el Colera, la Gripe Espafola, la Gripe A, la Gripe Aviar, Gripe Asiatica
(H2N2), el SRAS, el Ebola, el Dengue? y el SARS-CoV-2, entre tantos otros.

'Hipécrates de Cos (460 a.C — 370 a.C)
2Hoy en dia endémico en gran parte de Argentina.



La epidemiologia, ha incorporado herramientas de la biologia, la medi-
cina, la matematica y la estadistica. Y esta a cargo de realizar los estudios
necesarios para poder conocer las caracteristicas de las enfermedades que
atacan a las poblaciones. En el contexto global actual, con la gran densidad
de habitantes en las comunidades y la flexibilidad en las fronteras, el cambio
de escenario es continuo. Cabe destacar que la situacion sanitaria es peor en
los paises de escasos recursos, en muchos de los cuales los habitantes tienen
menor acceso al sistema salud. En estas regiones los gobiernos no garantizan
ni los insumos, ni la atenciéon médica necesaria para subsanar los inconvenien-
tes causados por un brote epidémico. Ademas, es en estos mismos lugares en
los cuales el riesgo de contagio es mayor debido a la precariedad de la forma
de vida.

Ante estas situaciones, la preocupacién aumenta y puede verse reflejada en

preguntas tales como:

= ;Se producird una epidemia? ;o una pandemia?
» ;Cuanto durard esta situacion?

» ;A cuantos individuos afectara?

» ;Cual sera la tasa de contagio?

= ;Como se propagara?

» ;Cudl serd la tasa de mortalidad?

= ; Qué medidas de salud ptblica seran necesarias para detener el avance

de la infeccion?

= ; Qué variables sanitarias, sociales, econémicas, demograficas, seran de

mayor influencia?

» ;Como se lograra la inmunidad? y ;cuando?



Algunas de las respuestas a estas preguntas se podran obtener a partir de los
estudios epidemioldgicos analizados mediante modelos matematicos, siendo
estos una herramienta 1til y econémica que permite a los gobiernos tomar
decisiones de salud publica adaptadas a las distintas situaciones [6].

Sin embargo, debido a la complejidad de las situaciones que se pretenden
modelizar, la resolucién no siempre es sencilla, es por ello necesario recurrir
a distintas herramientas informaticas. En particular, el software estadistico
R, es un buen instrumento para la resoluciéon de modelos y el analisis de datos,
ya que permite simular situaciones epidemiolégicas y determinar resultados

importantes.

1.2. Modelos compartimentales

Ya hace tiempo se formularon los primeros modelos compartimentales
que, a pesar de su simplicidad, jugaron un papel muy importante en las in-
vestigaciones de la época y hasta la actualidad. Estos modelos se caracterizan
por la division de la poblacién de estudio en compartimentos mutuamente
excluyentes, en general los individuos que conforman la poblacién seran cla-

sificados en:

= Susceptibles (S): individuos sanos que tienen la posibilidad de contraer

la enfermedad.

» Infectados (I): individuos infectados/infecciosos® que tiene la posibili-

dad de contagiar a individuos susceptibles.

» Removidos (R): individuos que no tienen la posibilidad de contagiarse,

porque son inmunes o han fallecido y por lo tanto han salido del sistema.

3A pesar de ser conceptos distintos, en este trabajo se supondra que todo individuo
infectado es infeccioso.



A partir de los primeros modelos, se han ido desarrollando otros cada vez
mas especificos dependiendo de las caracteristicas de la enfermedad que se
pretenda estudiar, por supuesto esto genera modelos complejos, mas deta-
llados pero no siempre mejores, debido a la dificultad que presentan en las

estrategias de resolucion.

Para esquematizar el flujo de individuos entre los distintos estadios son
utiles los diagramas en los que se observan las tasas de trasferencia como asi
también las entradas y salidas de individuos del sistema. En la figura 1 se
muestra el diagrama de transferencia de un modelo compartimental SIR con

nacimientos y muertes.

nuevos

susceptibles infecciosos recuperados :
S | R
salende S salen de | salen de R

Figura 1: Diagrama de transferencia modelo SIR



2. CAPITULO II: Enfoque Determinista

Desde este enfoque el investigador trabajara con las variables de estado
intervinientes, proponiendo un sistema de ecuaciones diferenciales que carac-
terizara la dinamica del movimiento poblacional entre los compartimentos, en
funcién del tiempo. En general, considerando un intervalo de tiempo [t; At]
donde se calculara el cambio neto del nimero de individuos para cada esta-
dio como la diferencia entre los que ingresan y los que egresan, se pueden

establecer las siguientes relaciones [11]:

= AS = numero de nuevos susceptibles — niimero de nuevos infectados —

nimero de individuos que salen del modelo desde S.

» AJ = numero de nuevos infectados (provienen de S) — nimero de nuevos

recuperados — ntimero de individuos que salen del modelo desde I.

» AR = numero de nuevos removidos (provienen de R) — niimero de

individuos que salen del modelo desde R.

Dividiendo todo por At y tomando limite para At — 0, se obtienen las

funciones derivadas:

. AS(t) . S{E+A)-S(t)
A A A =00

ORI (R ) ()
Ao AL Ao At

240

AR(t) i R(t 4+ At) — R(t)

A%—>O At AiS0 At =k (t)

Dando lugar a un modelo dindmico que permitira hallar las tasas de trans-
ferencia de un compartimento a otro y asi poder estimar el nimero de sus-

ceptibles, infectados y removidos en funcién del tiempo.



2.1. Modelo SIR

Este primer modelo fue planteado por Ronald Ross (1857-1932), Anderson
McKendrik (1876-1943) y William Kermack (1898-1970) y siendo uno de los
mas utilizados, ha sentado las bases para el desarrollo del resto de los modelos

compartimentales. Este modelo presenta restricciones precisas [7]:

= Todo individuo infectado es infeccioso, no hay periodo de latencia.

= El tamano total de la poblacién permanece constante.

A pesar de tener un planteo sencillo fue 1til para modelizar la duracién de la
epidemia de Peste en Bombay en el ano 1906 y el nimero de contagios, incor-
porando patrones de transmision [11]. Un diagrama general correspondiente

a este tipo de modelos se muestra en la figura 2.
p Y .
S | R

Figura 2: Diagrama de transferencia modelo SIR

Para este modelo, la transferencia de un compartimento a otro se rige

mediante el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

(dS

— = —(SI

dt b

dl

o = BSI-A1 (1)
dR

— = A~
\ dt i

10



Con condiciones iniciales, S(0) = Syp > 0; I(0) = I, > 0; R(0) =0y
asumiendo un modelo cerrado sin nacimientos, migraciones o muertes, N ()
serd constante, con [(0) =1y S(0) =N — 1.

Y considerando los siguientes supuestos [6]:

La transmision se produce a través del contacto directo entre un indi-

viduo susceptible y un individuo infectado (transmisién horizontal)?*.

La poblacién es homogénea y la enfermedad se transmite segin la ley
de accién de masas®. Asi, la cantidad de contactos depende sélo del
nimero de individuos en cada compartimento. Siendo la tasa de in-
cidencia (nuevos infectados por unidad de tiempo) BI(t)S(t) (con g

coeficiente de transmision).

La tasa de transferencia de un compartimento a otro es proporcional
al nimero de individuos del compartimento de origen. Asi, la tasa de

transferencia de enfermos a recuperados, tasa de recuperacién, sera

vI(t).

Las personas recuperadas no pueden reinfectarse, entonces la tasa de

transferencia de recuperados a susceptibles es nula.

Se supone que no hay llegada de nuevos susceptibles a la poblacién,
como asi tampoco hay muertes por causas no relacionadas con la en-
fermedad. Los individuos que murieron a causa de la enfermedad son

contabilizados como parte de la poblacién.

4a diferencia de la transmicién vertical que se produce de madre a hijo, antes, durante
o después del nacimiento
Sver pag.18

11



2.2. Modelo SIS

En ocasiones la inmunidad adquirida tras haber padecido la enfermedad
no es permanente. Asi un individuo recuperado/removido vuelve a ser suscep-
tible. En este modelo las personas vuelven a ser susceptibles inmediatamente
luego de sanar. La dinamica del modelo se puede representar mediante el

diagrama de la figura 3

=

Figura 3: Diagrama de transferencia modelo SIS

Al igual que en el modelo SIR, la variable independiente es el tiempo en
funcion del cual los individuos pasan de un compartimento a otro. Siendo el
total poblacional N = S + I, con condiciones iniciales N(0) = S(0) + 1(0),

las ecuaciones del modelo seran

dsS
— = —p5I I
7 BST + ~
(2)
dl
— = BSI—~I
o BST —

A partir de las mismas, es posible reescribir la ecuacién (2) como

dI
L BIN=1I)—~I
o BI( ) —

Siendo equivalente a
dl

_ . _ 2
a—f(ﬁN v) — BI

12



dI 81
@ = PN =T <1 - BN—W)

N —
Con r = BN — ~ tasa de crecimiento y (ﬁ’# = % = K, se obtiene la
ecuacién logistica [7]
dl I
—rl(1-=
at ( K ) (3)

De la ecuacion anterior (3) es posible analizar dos situaciones:

» Sir <0; K <0y por lo tanto

dI
4
g =1

/—<rdt

n(l) <rt+C

I(t) < I(0)e"

Y entonces para t — oo serd I(t) estrictamente decreciente.

dI I
Y
at ( K)

/I(ld—li)/”“

s Sir>0=>

K

Reescribiendo y desarrollando por fracciones simples se tiene

/(}%—ﬁ)dlz/rdt

In(I(t)) — In|K — I(t)] = rt + C

13



() =t €

L 1(0) >
Con Valor inicial en ¢t = 0; In <— =C=
[K — 1(0)|

n (= 1)~ (= zom) ="

{GR (O N
(K=10) ~ (K-10))

I(0
Llamando B = I ( ) y reescribiendo para obtener I(t)
BKe'"t
I(t) = ———
®) 1+ Bet

Entonces I(t) — K cuando t — oo, indicando que el nimero de in-
fectados aumentara hasta aproximarse a un valor K, y la epidemia no

sera erradicada, sino que se convertird en una enfermedad endémica.

Algunos parametros de interés
Tasa de incidencia

La tasa de incidencia se define como el niimero de individuos que pasan de

susceptibles a infectados por unidad de tiempo. Si bien esta tasa puede variar

dependiendo de distintos factores, en general para un modelo SIR simple se

consideran las tasas derivadas de:

14



» La incidencia comun, donde la tasa de nuevas infecciones es propor-
cional al nimero total de contactos entre individuos susceptibles y la
proporcién infectada de la poblacién. Si N es el tamano total de la
poblacién, S(t) el nimero de susceptibles e I(t) es el nimero de infec-
ciosos en el momento ¢, se pueden definir las proporciones de individuos

susceptibles e infecciosos como:

)

s(t) = %

Si 3 es el nimero promedio de contactos por unidad de tiempo, entonces
Bt es el nimero promedio de contactos infecciosos con un individuo
susceptible y fiS sera el nimero de nuevos individuos infecciosos por

unidad de tiempo, que dependerd del niimero de susceptibles.

= La Ley de accion de masas, donde la tasa de nuevas infecciones es
proporcional al niimero total de contactos entre individuos susceptibles
e infectados. Esta ley supone que la poblacién es homogénea, con baja
densidad y un nimero constante de individuos. De igual forma que
la ley de incidencia estandar propone que si NV es el tamano total de
la poblacién, S(t) el nimero de susceptibles e I(t) en el nimero de
infecciosos en el momento ¢, entonces el nimero de contagios se dara
por nlS. Siendo 7 el coeficiente de accién de masa. Si se considera a

B = nN, se obtiene

B
N
Sabiendo que S = Ns e I = N1, entonces

nlS =—IS
nlS = %N@'Ns

nlS = pisS

Si bien de las formulas se desprende que el niimero de individuos o la densidad

de la poblacion afecta la incidencia, en la experiencia se comprueba que la

15



influencia del tamano poblacional es minima y que la tasa de contagio no

varfa con el tamano poblacional [10].

2.3.2. Teorema del Umbral

El teorema del umbral® establece la existencia de un valor critico del
nimero de individuos susceptibles en una poblacién, a partir del cual se

podra determinar la ocurrencia o no de una epidemia [11].

Partiendo de las ecuaciones del nimero de infectados dadas en (1) y (2),

en términos de proporciones, puede suceder:

Y para ello
(Bs(t) =) <0

ya que i(t) > 0, entonces s(¢) < 3, siendo I'(t) estrictamente decreciente
para todo momento ¢. Y como para t =0, 5(0) < J = s(t) < s(0) < 3§, por

lo tanto, la epidemia no procedera.

En cambio, si

dI(t
di(t) = [Bi(t)s(t) — vi(t) >0
dt
entonces s(t) > 7, siendo I'(t) estrictamente creciente para todo momento ¢.

En particular para ¢t = 0, s(0) > J = s(t) > % para algtin ¢ € [0;00) por lo

tanto, la epidemia avanzara sobre la poblacion.

SKermack y McKendrik (1927)

16



2.3.3. Numero basico de reproduccién y tasa de reproduccion

efectiva

EL ntmero basico de reproducciéon o mas cominmente Ry es el nimero
promedio de infecciones causadas por un individuo enfermo en una pobla-
cion de solo susceptibles durante el tiempo en que este individuo permanece

infeccioso [4].

Para todo modelo epidemiolégico es posible determinar este parametro,
que es de gran interés porque permite estimar el comportamiento del proceso
infeccioso en la poblacién huésped en su momento inicial, cuando ¢t — tg y

1

s — 1. Siendo -~ = % y considerando, en términos de proporciones, que en
RO ﬁ ) 7

un momento inicial s(0) = 1, se puede establecer que:

» Si Ry = é < 1, la situacién mejora y la infeccién no se propaga.

= Si Ry = — > 1, la situacién evoluciona desfavorablemente hacia una
v
epidemia o incluso una pandemia.

A partir de Ry, es posible definir la tasa de reproduccion efectiva

A diferencia del nimero reproductivo basico, la tasa de reproduccién efectiva
se relaciona directamente con el niimero de susceptibles en funcién del tiempo
y, por lo tanto, sufrird variaciones, incluso durante el mismo brote y en la

misma poblacion.

17



2.3.4. Tamano final de la epidemia

Para un modelo SIR con tamano de poblacién constante, sin nacimientos
ni muertes es posible calcular el tamano final de la epidemia [7]. De esta

forma, siendo el nimero de individuos susceptibles cuando ¢t — oo

lim S(t) = S

t—o00

A partir del sistema inicial dado en (1), dividiendo la tasa de susceptibles

por la tasa de removidos, se tiene:
as _ (=ps
dR \ ~

Con Cg—? estrictamente creciente y % estrictamente decreciente. Integrando y

resolviendo la expresion anterior

s [ -8
/?‘ _—
InS = _—53+c
7
B
S =5(0) 1"

Sabiendo que el nimero de removidos esta limitado por el tamano de la

poblacion

8 8y

S =5(0)e 7> S0)e "V >0
Siendo S, > 0, el tamano final de la epidemia se podra calcular como
Ry =N — S

Con
lim R(t) = Ry

t—o00

el nimero de individuos removidos cuando ¢ — oo

18



2.3.5. Numero maximo de infectados

Dentro de los valores que es posible obtener a partir de un modelo epide-
miolégico, es de suma importancia poder determinar el nimero de personas
enfermas en un momento dado, esto podra ser contrastado con la capacidad
asistencial del sistema de salud y ayudara a anticipar las medidas necesa-
rias para que el sistema no colapse. También es importante tener en cuenta
que las personas infectadas pueden ser sintomaticas o no y que el grado de

afeccion de la enfermedad hara variar los requerimientos de atencién.

Segin [7], el nimero méximo de infectados, para un modelo SIR simple,
es posible obtenerlo a partir de las ecuaciones que describen el modelo.
Asi realizando el cociente entre las ecuaciones del niimero de infectados y del

ntimero de susceptibles del modelo (1), se obtiene:

ar_pSI—ol | 7
dsS —BSI BS

Reescribiendo e integrando

/df_/( SRS
t) = —S(t) + ng() +C

Con condiciones iniciales para t = 0, (S(0); I(0)) y siendo

L1 S(0)

C = 1(0)+5(0) - 3

entonces sera

uﬂz—ww+%mww+um+am—gmam

Ademas, como E = 0, para algun t # 0 si S(t) = %, entonces para dicho

valor de t se debe verificar que el nimero de infectados es maximo.

19



Para esto se analiza la derivada segunda del niimero de infectados respecto

al tiempo

a1 o
P Tt

Reemplazando por las ecuaciones dadas en (1)

as  dI
_ 31
bt thgs

d*I

5 = =818 + (BST = AD)(8S — )

Y siendo S = %, simplificando resulta

d*I

Por lo tanto, para algin ¢ # 0 tal que S(t) = % , el nimero de individuos

infectados es maximo.

2.4. Simulacion

A partir de las ecuaciones diferenciales que proponen los modelos deter-
ministas SIR y SIS de ecuaciones (1) y (2), R utiliza la integracién numérica
para el calculo de la estimacién de distintos valores que pueden caracterizar
el comportamiento de un brote epidémico, como el tamano final la epidemia
y el nimero maximo de infectados. Ademas, permite graficar la evolucion
de las variables, asi como generar una tabla donde se pueden observar dia a
dia los cambios en las proporciones de susceptibles, infectados y removidos,
conforme el paso del tiempo.

Se proponen a continuacion distintos ejemplos en los cuales es posible obser-
var los efectos del cambio en la tasa de contagio y por lo tanto en Ry. Los
modelos seran cerrados, con poblacién constante y normalizada, siendo la
unidad de tiempo de un dia. El pardmetro 3, tasa de transferencia del esta-
do susceptible al estado infectado, tomara distintos valores considerando que
varia de acuerdo con la densidad de poblacion y situacion sanitaria, estado

habitacional, etc.

20



2.4.1. Modelo SIR

Ejemplo 1

En este ejemplo se consideré un periodo de tiempo de 90 dias con el
99,9 % de la poblacién es susceptible y el 0,1% de infectados, suponiendo

una tasa de recuperaciéon v = 0,1 y con tasa de contagio = 0,6 y Ry = 6.

time s I R

1 0 0.999 0.001 0.000
2 1 0.998 0.002 0.000
3 2 0.997 0.003 0.000
4 3 0.995 0.004 0.001
5 4 0.991 0.007 0.001
6 5 0.986 0.012 0.002
15 14 0.457 0.413 0.130
16 15 0.350 0.475 0.175
17 16 0.260 0.516 0.225
18 17 0.189 0.533 0.277
19 18 0.137 0.532 0.331
20 19 0.100 0.517 0.383
21 20 0.074 0.492 0.434
22 21 0.056 0.463 0.481
23 22 0.043 0.431 0.526

Figura 4: Tabla Ejemplo 1

En la Figura 4 se presenta parte de la tabla 1, en la cual es posible detectar
el porcentaje maximo de infectados en un momento dado que es alcanzado
durante el dia 18 con el 53,3 % de la poblacién infectada simultdneamente.
Este comportamiento se observa también en el grafico de la Figura 5, donde se
hace evidente la tendencia asintética de las variable cuyos valores aproximan

el tamano final de la epidemia con un porcentaje de recuperados del 99,7 %.

21



Modelo SIR Ejemplo 1

1.0

08

Proporcion de individuos
04

02

0.0

T T T T T
0 20 40 60 80

Tiempo en dias

Figura 5: Tasa de contagio 3 = 0, 6; tasa de recuperacién v = 0, 1;niimero reproductivo
béasico Ry = 6; susceptibles 99,9 %; infectados 0,01 %

Mediante una superposicién de curvas se puede observar el comporta-
miento de un proceso epidémico en relaciéon con el nimero de reproduccion

efectiva, Rg.

Modelo SIR Ejemplo1 R_E

1.0

06 0.8
|

Proporcion de individuos
04

T T T T T
0 20 40 60 80
Tiempo en dias

Figura 6: Relacién entre Rp y la curva de infectados
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En el gréfico anterior, Figura 6, el segundo eje vertical, a la derecha, re-
presenta los valores de Rg. Analizando la curva de infectados respecto de
los valores de la tasa de reproduccion efectiva, se hace evidente el cambio
en el comportamiento de la proporcién de infectados que llega a su maximo
cuando Rg = 1, siendo la proporcion de susceptibles remanentes s = RLO. Es
importante para el control epidémico, mantener a la proporcién de suscepti-
bles por debajo del valor critico 1 — RLO, pudiéndose prevenir de esta forma

un nuevo brote [8].
Ejemplo 2

Para este segundo ejemplo, se mantienen las proporciones de personas
susceptibles e infectadas y el periodo de tiempo de 90 dias. Siendo v = 0,1,
con tasa de contagio f =0,3y Ry = 3.

Modelo SIR Ejemplo 2
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Figura 7: Tasa de contagio 8 = 0, 3; tasa de recuperacién v = 0, 1;ntimero reproductivo
béasico Ry = 3; susceptibles 99, 9 %; infectados 0,01 %

En el grafico de la Figura 7 se puede observar que al tener menor tasa
de contagio no s6lo aumento el tiempo en el cual se alcanza la proporcion

maxima de infectados en un momento dado, sino que la misma no asciende
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a los valores del ejemplo anterior, llegando al 30,1 % en el dia 38. A la vez,
se puede establecer que el porcentaje de personas afectadas durante toda la
epidemia es del 93 % y asi el 7% restante de la poblacién nunca contraerd la

enfermedad.
Ejemplo 3

En este ultimo ejemplo se proponen una disminucién en la tasa de contagio
siendo # = 0,2 y por lo tanto Ry = 2, con una tasa de recuperacién de
v = 0, 1. Debido a que la evolucion del proceso es mas lenta se considerard

un periodo de tiempo de 150 dias.

Modelo SIR Ejemplo 3
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Figura 8: Tasa de contagio 8 = 0, 2; tasa de recuperacién v = 0, 1;ntimero reproductivo
béasico Ry = 2; susceptibles 99, 9 %; infectados 0,01 %

En este ultimo grafico de la figura 8, es posible visualizar dos situaciones
que a nivel sanitario mejorarian la situacion. El corrimiento horizontal del
maximo de la curva de infectados hacia mayores valores del tiempo y la
disminucién en el nimero maximo de infectados, ambos cambios se deben
a la disminucién de Ry = 2. Asi el porcentaje maximo de infectados es del
15,4 % y es alcanzado durante los dias 68 y 69, para luego disminuir. De la
misma forma, se hace plausible una leve disminucién en el final de la epidemia

que alcanza un porcentaje total de infectados del 80 %.
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2.4.2. Modelo SIS

Ejemplo 1

En este primer ejemplo se propone un Ry = 6 con una tasa de contagio
[ de 0,6 con una tasa de recuperaciéon v = 0, 1. Igual que en los ejemplos
anteriores el sistema evoluciona en el tiempo mediod en dias y la proporcion

inicial de infectados 0,1 % con el resto de la poblacién susceptible.

Time = I
1 0 0.999 0.001
2 1 0.998 0.002
3 2 0.997 0.003
4 3 0.996 0.004
5 4 0.993 0.007
6 5 0.988 0.012
7 6 0.980 0.020
8 7 0.968 0.032
9 8 0.949 0.051
10 9 0.919 0.081
11 10 0.874 0.126
12 11 0.810 0.190

22 21 0.185 0.815
23 22 0.178 0.822
24 23 0.174 0.826
25 24 0.171 0.829
26 25 0.169 0.831
27 26 0.168 0.832
28 27 0.168 0.832
29 28 0.167 0.833
30 29 0.167 0.833
31 30 0.167 0.833

Figura 9: Tabla Ejemplo 1

En la tabla dada en la figura 9 se puede observa la evolucion de las varia-
bles conforme pasa el tiempo. Debido a que el niimero bésico de reproduccion
es elevado, el sistema rapidamente llega al equilibrio con una tasa alta de in-

dividuos infecciosos.
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Modelo SIS Ejemplo 1
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Figura 10: Tasa de contagio 3 = 0, 6; tasa de recuperacién v = 0, 1;ntimero reproductivo
basico Ry = 6; susceptibles 99,9 %; infectados 0,01 %

La misma situaciéon que se desprende de la tabla se puede ver en el gréafico
de la figura 10. El comportamiento asintético de las curvas estaria indicando
el equilibrio del sistema, mostrando que el mismo se produce a los 28 dias

con un 83,3 % de la poblacién infectada y el resto susceptible.

Ejemplo 2

En este ejemplo las condicones inciales son iguales al ejemplo anterior
con el mismo periodo de tiempo. Sin embargo el niimero reproductivo basico

se reduce a la mitad, siendo en este caso Ry = 3 con una tasa de contagio

8 = 0,3 y una tasa recuperacién v = 0, 1.
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Modelo SIS Ejemplo 2

Proporcién de individuos
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0 20 40 60 80
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Figura 11: Tasa de contagio 3 = 0, 3; tasa de recuperacién v = 0, 1;ntimero reproductivo
basico Ry = 3; susceptibles 99,9 %; infectados 0,01 %

En el grafico de la figura 11 se puede ver que el comportamiente del siste-
ma es similar al del ejemplo anterior, alcanzando el equilibrio en un ntimero
elevado de infectados. Pero en este caso, debido a la disminucion considerada
en Ry, la proporcién estable de individuos infectados es menor y ademas,
la curva evoluciona hacia el mismo en forma més lenta, siendo necesario un
periodo mayor a 40 dias para que el sistema se acerque al equilibrio con mas
del 60 %. El sistema contintia evolucionando hasta el dia 74 donde alcanza el

equilibre definitivo con el 66,7 % de la poblacién infectada.

Ejemplo 3

En este ejemplo fue necesario extender el periodo de tiempo para poder
observar la estabilidad del proceso, considerando un periodo de tiempo de

150 dias. Con tasa de contagio f = 0, 2, tasa de recuperacién v = 0, 1, siendo

Ry =2.
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Modelo SIS Ejemplo 3
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Figura 12: Tasa de contagio 3 = 0, 2; tasa de recuperacién v = 0, 1;ntimero reproductivo
basico Ry = 2; susceptibles 99,9 %; infectados 0,01 %

De este tltimo grafico que se presenta en la figura 12, es posible deducir
que las proporciones de susceptibles e infectados convergen al mismo valor.
Con mayor exactitud, el proceso evoluciona hacia una igualdad de propor-
ciones entre individuos susceptibles e infectados. La tendencia es lenta por
lo que ya dias antes del dia 132 en que alcanza el equilibrio se puede ver un

acercamiento a los valores finales.
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3. CAPITULO III: Enfoque Estocastico

Si bien los primeros modelos compartimentales tuvieron un tratamien-
to determinista, siendo ampliamente estudiados y utilizados, es importante

tener en cuenta la estocasticidad de los procesos epidemiolédgicos.

Cuando una infeccion ataca una poblacion, distintos pardmetros se inter-
relacionan para dar lugar o no, a un brote epidémico. Las caracteristicas de la
poblacién, tanto a nivel cuantitativo como cualitativo son tnicas para cada
comunidad y en cada momento. La imposibilidad de replicar exactamente
los mismos patrones que originan dicha situacién determina la naturaleza

estocastica de estos procesos.

Un proceso estocdstico es un conjunto de variables aleatorias {X;(s)/t €
T ANs € S} donde S es el espacio muestral de las variables aleatorias y T
es un conjunto de indices. Siendo que X;(s) denota para cada t una tnica

variable aleatoria determinando para cada s una funcién definida en T [1].

En este capitulo se trabajard con aquellos procesos estocéasticos en los
cuales el estado actual depende tinicamente del estado inmediato anterior.

Estos procesos cumplen con la propiedad de Markov’ que se define como
P{Xt+1 - j’Xt - Z} - P{Xt+1 - j’Xt - int—l - 2.17Xt—2 — iQ, [N ,XO — Zt}
Cont=0,1,2,... para toda secuencia j, i, iy, ..., i [9].

Dependiendo de la clasificacién de las variables intervinientes (variables
de estado y tiempo) en discretas o continuas, es posible determinar el tipo

de proceso que se estudiara

= un proceso DTMC considera la variable de estado y el tiempo como
discretos.

"Markov Andréi (Rusia, 1856-1922)
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= un proceso CTMC considera la variable de estado discreta y el tiempo

continuo.

A continuacion, se describen los modelos SIS y SIR con tratamiento
DTMC. Con S(t), I(t) y R(t) variables aleatorias discretas con espacio
S(t);I(t);R(t) € {0;1;2;...; N}. Estas variables evolucionan en el tiempo,
también considerado discreto, asi t € {0; At; 2A¢t; ...} .

3.1. Modelo SIS

Este modelo depende de una tnica variable que es el nimero de indivi-
duos infecciosos dado que en la poblacion se encuentran dos estados posibles,
infecciosos y susceptibles. De forma tal que con una poblacién constante de

tamano N, se tiene que N(t) — I(t) = S(t) para cualquier momento t.

oo

Siendo la funcién de probabilidad asociada a la variable aleatoria I(t),-,

pi(t) = P{I(t) = i}

Parai=0;1;2;...; N y t € {0, At,2At, ...} donde

Se tomaran intervalos de tiempo infinitesimales At — 0 con la intencién
de simplificar el tratamiento para que el cambio, si se produce, solo sea en
un individuo.

Asi para los estados contiguos I(t) =i e I(t + At) = j, los posibles sucesos

seran:

(¢ — i+ 1), se produce una nueva infeccion.
(¢ — i — 1), un individuo se recupera o muere.

(1 — i), no se producen cambios.
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Con probabilidad general de transicién

pji(t + Atlt) = P{I(t+ At) = j|I(t) =i}

Asi, partiendo del sistema de ecuaciones (2) para un modelo determinis-
ta SIS, la probabilidad particular de transiciéon de un estadio a otro estard

definida por

‘BN — i
WN D a j=i+1
(b+y)iAt j=i-1
pii(At) = Bi(N — i)
l—[————+b+y)i]At j=1
N
0 en otro caso

Siendo 5 > 0 la tasa de contagios, v > 0 la tasa de recuperados y b > 0 la
tasa de nacimientos.

Con la intencién de simplificar la notacién se propone [4]

b(i) At j=i+1
pa(At) = | d(i)At. | ]:: z —1 @
1 —[b(i) +d(i)|At j=1i

0 en otro caso

\

Con b(i)At = WAt probabilidad de un nuevo individuo infectados y
d(i)At = (b + v)iAt probabilidad de que un individuo se recupere o muera.
Ademas, debido a que se contemplan todos los posibles cambios de estado
durante un tiempo At, entonces debe ser [b(i) + d(i)]At < 1 para que las

probabilidades de transicion estén acotadas en el intervalo [0;1] [1].

Siendo este un proceso markoviano, las probabilidades de transicién para

el tiempo (¢ + At) a partir de un tiempo ¢ se pueden expresar como

pi(t+At) = pioa (0)b(i—1) At+pip (1) d(i+1) At+pi(t) (1—(b(i)+d(i)) At) (5)
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Coni=1,2,...,N.
Si los estados estan ordenados podremos definir la matriz de transicién
P(At), que resulta ser una matriz estocéstica

1 d(1)At 0 0 0

0 1—(b+d)(1)At d(2)At 0 0

0 b(1)At 1—(b+d)(2)At 0 0

0 0 b(2) At 0 0

P(At) = .

0 0 0 d(N — 1)At 0

0 0 0 . 1—(b+d)(N-1)At d(N)At
0 0 0 . b(N — 1)At 1— d(N)At

Y a partir de un vector de probabilidad inicial p(0) la expresién dada en (5)

se puede expresar en forma matricial como
p(t + At) = P(At)p(t) = PV (At)p(0) (6)

Con t = 0; AL; 2A¢;... y p(t) = (po(t); pr(t); p2(t); - ;o (1))

Mediante un digrafo es posible representar los estados ¢ para los individuos
infectados, donde 1 = 0;1;2;...; N, siendo ¢ = 0 el estado absorbente e ¢ # 0

los estados transitorios.

Figura 13: Digrafo Modelo SIS

Cualquier estado transitorio se puede alcanzar a partir de otro estado con
las mismas caracteristicas y el estado absorbente se puede alcanzar desde un
estado transitorio con pg; > 0. Mientras que para los estados transitorios
la matriz de transicién cumple P" = pi, siendo pi; el elemento (i;j) de la
enésima potencia de la matriz P" y entonces

z. 7
lim pis =0
n—o0
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Para cualquier estado j y cualquier estado transitorio .
De esta ultima expresién y lo expuesto en (6) se puede observar que

lim p(t) = (1;0;0;...;0)"

t—o00

Siendo t = 0; At; 2At;. ..

De esta forma se establece una de las caracteristicas principales de estos
modelos, ya que el sistema tiende al equilibrio sin enfermedad dejando de
lado el nimero basico de reproduccién [3]. Pero a pesar de esto, es posible
que el sistema se demore en llegar al equilibrio, dependiendo de las varia-
bles intervinientes, los pardametros que de ellas dependen y las condiciones

iniciales.

3.2. Modelo SIR

En este modelo, al igual que en los casos anteriores se considera el tamano
de la poblacién constante con N = S(t)+ I(t) + R(t). Siendo las variables de
estado el nimero de individuos infectados y el nimero de individuos suscep-

tibles, el modelo se define como {S(t); I(t)}$2, con probabilidad conjunta

Py (t) = P{S(t) = s;1(t) = i}

De forma andloga a lo ocurrido para el modelo anterior, se considera At lo
suficientemente pequeno para que en dicho periodo ocurra un tinico cambio
de estado. Las posibilidades de ocurrencia (s — s —1;4 — i+ 1); (s — s;4 —
i—1);(s = s+1;0 = i—1);(s = s+1;i = i); (s = s;¢ — 1) y la probabilidad

de transicion quedara definida en forma general por

Pi(s+ksit)(s:o) (D) = P{AS; AI) = (k; ))|(S(); I(2)) = (s;1)}
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Con AS = S(t+ At) — S(t), y basados en el modelo determinista las proba-

bilidades de transicién seran

(ﬂis .
At (k:j) = (=1;1)
viAt (k;j) = (0;=1)
biAt (k:j) = (1;-1)
P(s+kii+j)(s5i) = , .
b(N — s —1i)At (k;j) = (1;0)
1— B8Nt — [yi + b(N — s)]At (k; ) = (0;0)
0 en otro caso

\

Con 8 > 0, tasa de contagios; v > 0, tasa de recuperados y b > 0, tasa
de nacimientos, las probabilidades de transicién para el tiempo (¢t + At)

dependeran de las probabilidades en el tiempo ¢, siendo

B . 4
Pssi) (T + At) = p(erl;ifl)(t)N(Z = 1)(s + DAL + psiny (E)y(i + 1) At

+ P(s—1;i+1) (t)b(l + 1)At + P(s—1;0) (t)b(N —s+1-— Z)At

+ D(sii) (1) (1 - [%5 + i+ b(N — S)At} )

El estado absorbente en este modelo estd dado por (N;0) siendo N el
nimero de susceptibles y cero el niimero de infectados, con pjn.0)|(v;0) (At) =

1, y el resto serdn estados transitorios [1].

3.3. Algunos resultados importantes

Los modelos estocasticos permiten la estimacion de ciertos parametros
mediante el calculo de probabilidades. Entre las aplicaciones se destaca la
posibilidad de

34



= calcular la probabilidad de un brote epidémico

= estimar el tamano final de una epidemia.

3.3.1. Probabilidad de un brote

Cuando se presenta un brote epidémico, la poblacion es vulnerable y el
brote tendra que ser controlado o al menos las autoridades sanitarias deberan
hacer todo lo posible para mejorar la situacion. Estos acontecimientos pueden

ser estudiados por un modelo de los vistos anteriormente.

Siendo I(t) la variable aleatoria de estado del nimero de individuos in-
fectados {0;1;2;...}, en funcién del tiempo ¢, donde I(t) = 0 es el estado
absorbente y todos los deméds estados son transitorios, si /(t) = ¢ en un mo-
mento ¢ dado, en el siguiente instante (t + At), las posibles situaciones seran

(¢ + 1) con probabilidad p o bien (i — 1) con probabilidad ¢, con p + g = 1.
Si se define I(t) =ip > 0=

) 1 sip<q
lim P(I(t) =0) = io (7)
=00 (%) sip>q

Siendo las probabilidades de transicién las dadas en (4) y, reemplazando en

(7), b por p y d por g, la probabilidad de absorcién es 1 si b < d. Pero dicha

20

probabilidad decrece si b > d, con probabilidad %

Y de esta forma, la probabilidad de un brote estara dada por el complemento

de la expresién (7), siendo:

0 sib<d
lim P(I(t) > 0) = ;
o0 L= (8" sib>d
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En términos de Ry, y considerando Ry = 2 , es posible calcular la proba-

b
d
bilidad de un brote epidémico como:

0 St Ro § 1
lim P(I(t) > 0) = :

io
o0 1—(,%0) si Ry>1

Esta tltima expresion permite estimar la probabilidad de un brote para los
modelos estocasticos SIS y SIR, resultando mejor la estimacion, si en el estado

inicial la poblacién es grande y el nimero de infectados es pequetio [1].

3.3.2. Tamano final de una epidemia

Si bien las esperanzas de las variables aleatorias son una buena aproxi-
macién al tamano final de una epidemia, no siempre su calculo es sencillo.
Se proponen a continuacién dos formas distintas para estimar dicha medida

dependiendo del modelo que se considere.

Modelo SIS

En un modelo SIS estocastico es posible obtener la esperanza de la variable
I(t) que denotaremos como E(I(t)), y serd una forma simple de acceder a

una estimacion del tamano final de la epidemia.

A partir de la definicién de esperanza para toda variable discreta

BI(®) =Y ini(t)

Multiplicando en (5) ambos miembros por ¢ se obtiene:

ipi(t+ A) = ipi_1 (D)b(i— 1) At +ipser (£)d(i+ 1) At +ip; (£)(1— (b(3) +d(i)) At)
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Con

E(I(t+ At) =) ipi(t + At)

i=0
Serd entonces

N-1

Zzp (t+At) = Zzp 1()b(z—1At+Zzp+1 )d(i + 1)At+

E:WNQ—E:WNW®Aﬁ—Zym@ﬂ)N

BN =)
N

y d(i) = (b+ )i

B(I(t+A8) = BU(0) + Y pialt) 5o~ DOV = (1= 1)Ae-

Zerl (b+7)(i + 1)At

E(I(t+ At) = E(I(t) + (8 = (b+7)AtE(I(t) - %AtE(IQ(t))

Dado que
sera
por lo tanto

E(I(t+ At) — E(I(1))
At =
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dE(I)

Y con At — 0, la expresion anterior es

dt
dEdgf) < (B—(b+7)EU{) - %EQ(I@))
dleif) < %E([(t})[N— E(I(t)] = (b+y)E(I(t))

Esta ultima expresion es equivalente a la ecuacion diferencial que define el
modelo determinista para el estado infeccioso, sustituyendo E(I(t)) por I(t)
y N — E(I(t)) por S(t), se concluye que la solucién para el niimero esperado
de individuos infectados en el proceso estocastico es menor a la solucién de

la ecuacién determinista[l].

Modelo SIR

Para un modelo SIR el cdlculo del tamano final asociado a la esperanza
puede ser poco accesible dado que el mismo depende de momentos de orden
superior, pero es posible obtener resultados mediante otros métodos como los
modelos de urnas [6] o mediante el uso de matrices de Markov [1], método

con el que se trabaja a continuacién.

Con variables de estados {S(t); I(t)}, donde (s;4) serdn los posibles pares
de valores para el numero de individuos susceptibles e infectados respec-
tivamente, la finalizacién de la epidemia se dard cuando I(t) = 0 estado
absorbente con {S;0}Y ;% [1].

Partiendo de la probabilidad de transicion entre los estados en el conjunto
{(s;7) :s=0,1,...,N;i=0,1,..., N — s}, se define la matriz de transicién
T a partir de dos situaciones posibles: el individuo susceptible se infecta

(s —1;i+ 1), o bien el individuo infectado se recupera (s;i — 1).
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» Si el individuo infectado se recupera (s;i— 1), lo hace con probabilidad

Do = o0
’yi+%is 7+%s

para s = 0;1;2; ...
= Mientras que un individuo susceptible se infecta con probabilidad

pr=1—ps.

Para un ejemplo sencillo [1], considera un tamano poblacional de N=3,

los estados de la matriz seran

(s34) € {(3;0); (2; 0); (15 0); (0; 0); (2; 1); (1;1); (05 1); (15 2); (0; 2); (0; 3)}

Siendo T la matriz estocdstica

1 0 0 0 0 0 0 0
01 0 0 po 0 0 0
0O 0 1 0 D1 0 0 0 O
0 0 0 1 0 0 Do 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 O 0 0 0 D1 0 0
0O 0 0 O 0 0 0 0 po 0
0 0 0 0 1I-p 0 0 0 0 O
0O 0 0 O 0 1—p1 O 0 0 po
0 0 0 O 0 0 0O 1-p 0 O

Donde se observan las probabilidades de transicion entre los estados, en las

primeras cuatro filas se tienen las probabilidades de los estados absorbentes.

39



Y, si bien, el tamano final de la epidemia estara dado formalmente por

lim T"p(0)

t—o00

no serd necesario calcular el limite ya que este converge cuando ¢t = 2N — 1

1].

Asi para el ejemplo T?N—1 = T%

1 0 0 0 0 0 0 0 O
01 0 0 P2 0 0 0 0
000 1 0 pi(l-p) p 0 pf 00
0 0 01 (I1—p)(1—p}) 1=p1 1 1—p3 1 1
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0

A partir del resultado se puede observar que las probabilidades para el ta-

mano final seréan

3.4. Simulacion

Con R es posible obtener resultados y realizar simulaciones para los proce-

sos estocasticos markovianos. En los ejemplos se proponen las probabilidades
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iniciales de transicién, con poblacién normalizada de N = 1, de los cuales ini-
cialmente, sélo el 0,001 % de los individuos estaran infectados y el resto seran
susceptibles. En el caso del modelo SIR se presentan ejemplos numéricos con
distintas probabilidades iniciales de transicién y se observan las diferencias
en la evolucion del proceso. Mientras para el modelo SIS se generan muestras

aleatorias a partir de una tnica matriz inicial.

3.4.1. Modelo SIS

Ejemplo

En este caso las probabilidades iniciales de transicién seran P(I]S) = 0, 3;
P(S|S) =0,7; P(S|I) = 0,6; P(I|I) = 0,4. Se generaran mediante R un
nimero de muestras aleatorias, a partir de las cuales el programa simula
distintos procesos aleatorios. En el grafico de la figura 14, a la izquierda se
observa el digrafo del estado inicial y a la derecha el diagrafo correspondiente

al estado estacionario.

04 0.67

0:6

@ o4

(a) diagrafo estado inicial (b) digrafo estado estacionario

Figura 14: Digrafos Modelo SIS

A partir de la generacién de 100 muestras aleatorias, podremos observar

en los graficos siguientes, figura 15 y figura 16, que en un primer momento las
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trayectorias de las variables susceptibles e infectados son muy distintas pero
se estabilizan hacia un sistema estacionario con una proporcion e infectados

del 33,3 %
Modelo SIS DTMC
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Figura 15: Camino aleatorio 1
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Figura 16: Camino aleatorio 2

Los modelos estocasticos nos permiten trabajar con una estimacion del
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error. En el siguientre grafico, figura 17, se observa la magnitud del error
cometido por la estimacién en funcién del niimero de muestras. Es posible
concluir que aunque el nimero de muestras no sea elevado, el error es muy

pequeno.

Error Modelo SIS

15

10

error

0.0
1

T T T T T
2 4 6 8 10

numero de muestras

Figura 17: Modelo SIS disminucién del error a partir del nimero de muestras

3.4.2. Modelo SIR

Ejemplo 1

En este caso las probabilidades iniciales de transicién seran P(I|S) = 0, 6;
P(S|S) =0,4; P(R|I)=0,1; P(I|I) =0,9; P(R|R) = 1. En la figura 18
se observa la matriz de transicion dada por las probabilidades iniciales y, a

continuacion el digrafo que representa las mismas, figura 19.

S I R
$ 0.4 0.6 0.0
I10.00.90.1
R 0.0 0.01.0

Figura 18: Matriz de transicién inicial ejemplo 1
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0.6
01

@ 1

Figura 19: Digrafo con probabilidades iniciales ejemplo 1

A partir de las probabilidades asignadas y considerando 75 etapas, es
posible determinar la evolucién del sistema. Esto se puede observar en la
tabla de la figura 20. Esta tabla es similar a la vista en el modelos SIR
determinista y, permite advertir que el sistema se estabiliza cuando el total

de los individuos estd recuperado/removido y esto sucede en el paso 74.
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timestep S I R

1 0 999 1 0
2 1 400 600 0
3 2 160 780 60
4 3 ©64 798 138
5 4 26 756 218
6 5 10 696 294
7 6 4 633 363
8 7 2 572 426
9 8 1 516 484
10 9 0 465 535
11 10 0 418 582
71 70 0] 1 999
72 71 0] 1 999
73 72 0] 1 999
74 73 0 1 999
75 74 0] 0 1000
76 75 0 0 1000

Figura 20: Tabla Ejemplo 1

Una conclusion similar se obtiene del gréafico de la figura 21, que muestra
la trayectoria de las tres variables, susceptibles, infectados y removidos, con
el 100 % de la poblacién recuperada en el estado estacionario. En este ejemplo
el niimero maximo de infectados en un tiempo dado se alcanza rapidamente

en la tercera etapa con el 79,8 % de la poblacién infectada.
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Modelo SIR DTMC
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Figura 21: Ejemplo 1:P(I|S) = 0,6; P(S|S) = 0,4 ; P(R|I) = 0,1; P(I|I) = 0,9;
P(R|R) = 1;Ry = 6

Ejemplo 2

Para este ultimo ejemplo se propone una mayor probabilidad de perma-
nencia en el estado susceptible. P(I|S) =0,3; P(S|S)=0,7; P(R|I) =0,1;
P(I]I) =0,9; P(R|R) = 1. En el grafico de la figura 22 se comprueba que el
sistema evoluciona mas lentamente y, debido a ello es que se consideran 100

etapas.
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Modelo SIR DTMC
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Figura 22: Ejemplo 2:P(I|S) = 0,3; P(S|S) = 0,7 ; P(R|I) = 0,1; P(I|]I) = 0,9;

P(R|R) = 1;Ro = 3

Ademas el niimero maximo de infectados diminuye debido a que el valor

de Ry es menor, llegando al 63,4 % de la poblacién infectada en el paso 5.

Mientras que el niimero de susceptibles se agota en el paso 22 y por lo tanto el

sistema evaluciona, al igual que en el ejemplo anterior, hacia el equilibrio libre

de enfermedad, manteniendo por un lapso de tiempo al menos un individuo

enfermo.
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Conclusiones

En las secciones anteriores se han detallado los conceptos basicos sobre
los modelos compartimentales SIS y SIR, en sus versiones determinista y
estocastica. Se estudiaron algunos resultados de interés como: el tamano final
de una epidemia, el nimero maximo de infectados en un momento dado
y la probabilidad de un brote epidémico, entre otros. Prestando especial
atencién a la influencia que tienen los parametros del modelo en los resultados

obtenidos.

Quizas una pregunta que deberia realizarse es jcudl es el mejor enfoque
para estudiar el comportamiento de una epidemia?, pero la respuesta no es
sencilla. Ambas lineas de trabajo aportan ventajas y desventajas al momento

de plantear una investigacion epidemioldgica.

Los modelos deterministas estan ampliamente estudiados. Una de sus
ventajas mas relevante es la posibilidad de obtener resultados importantes y
relativamente precisos a partir de calculos algo més sencillos que los propues-
tos por los modelos estocédsticos. Ademas, el calculo numérico permite que
los modelos deterministas puedan involucrar un mayor ntimero de variables

generando modelos mas realistas.

Desde el enfoque estocastico, para que un modelo pueda ser desarrollado
mateméaticamente debe ser un modelo demasiado simple, corriendo el riesgo
entonces, de que el modelo no represente la realidad. Sin embargo, los modelos
estocasticos son preferibles, siempre que su analisis sea posible. De hecho, la
naturaleza de los procesos epidemioldgicos es estocastica, siendo mas indicado
establecer la probabilidad de la transmision de una enfermedad que asegurar

el contagio entre dos o mas individuos [13].

De ser posible, seria conveniente trabajar con ambos enfoques en forma

conjunta, partiendo de un modelo originalmente determinista, proponiendo

48



las ecuaciones diferenciales correspondientes, para luego estudiar la conver-
gencia de los resultados obtenidos mediante un modelo estocéstico. Estos
ultimos permiten, ademas, un estudio del error que siempre es necesario en

las estimaciones.
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ANEXOS

Se presentan a continuacion los codigos en R de las simulaciones realizadas

en las secciones anteriores.

Anexo I: Enfoque Determinista

Modelo SIR

#Paquetes (deSolve/rootSolve)
library (deSolve)
#Modelo, definicion de parametros y condicines iniciales
Modelo . SIR=function (t, y, parametros){
S=y [1]
I=y[2]
R=y [3]
beta=parametros|[” beta”]
gamma—=parametros [” gamma” |
N=parametros ["N”|
dS =— beta x S x I /N
dl = beta « S x I / N- (gamma) x I
dR = gamma * I
resultados=c(dS, dI, dR)
list (resultados)}
tiempos = seq (0, 90,by=1)

#Parametros y valores iniciales

parametros = ¢(N = 1, beta = 0.6, gamma = 0.1)
iniciales = ¢(S=0.999, 1=0.001, R = 0)

salida = ode(y = iniciales , times = tiempos,
func = Modelo.SIR, parms = parametros)
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salida=as.data.frame(salida)

#Tabla
head (round (salida , 3),90)

#Graficos
palette ("R3")
par(mar = c¢(5,5,2,5))

plot (x = salida$time , y = salida$sS,

ylab = " Proporcion de individuos”,

xlab = "Tiempo en dias”, type = 717,

lwd = 3, col = ”"blue3”  cex.lab=1.5)
lines (x = salida$time , y = salida$l, lwd = 3, col = "red”)
lines (x = salida$time , y = salida$R, lwd = 3, col = "green3”)

legend (" right”, legend = ¢(”S”, 71”7, "R”),
col = ¢(”blue3”, "red”, "greend”) Ity = 1,lwd=2,bty = "n”)
title (” Modelo SIR Ejemplo 17, cex.main=2)

#Calculo RO

RO = parametros[” beta”]/(parametros[” gamma” |)
RO<-with (as. list (parametros),{beta/gamma})
print (paste (’R0O=",R0),quote = TRUE)

#Grafico con R_E
par(mar = c¢(5,5,2,5))

plot (x = salida$time , y = salida$sS,

ylab = " Proporcion de individuos”,

xlab = "Tiempo en dias”, type = "17, lwd = 2,

col = "blue3d”  xlim=c (0,90),ylim=c(0,1),cex.lab=1.5)
lines (x = salida$time , y = salida$l, lwd = 2, col = "red”)
lines (x = salida$time , y = salida$R, lwd = 2, col = "green3”)
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legend (60,0.95, legend = c¢(”S”, 71”7, "R” ,expression (R[E])),
col = ¢(”blue3d”, "red”, "greend3” ,” black”),
lty = c¢(1,1,1, 2),lwd=2,bty = "n")

title (" Modelo SIR Ejemplo 1 R.E”, cex.main=2)

xx = salida$time [which.max(salida$I)]

lines (c(xx,xx), c(0,max(salida$l)), Ity =3,lwd=1)

par (new = TRUE)

plot (x = salida$time , y = ROxsalida$S, type = 717, 1ty = 3,
lwd = 3, col = "black”, axes = FALSE, xlab = NA,
ylab = NA, ylim = ¢(—-0.5, 6.5), xlim = ¢ (0, 90))

lines (c(xx, 90), c(1,1), lty = 3,lwd=1)

axis (side = 4)

mtext (expression (R[E]), side = 4, line = 3)

#Tamano final de la Epidemia

library (rootSolve)

parms = c¢(N = 1, beta =0.6, gamma = 0.1)

equil=runsteady (y=c(S=0.999, 1=0.001, R=0),
times=c (0,90), func=Modelo.SIR,
parms=parametros)

#Equilibrio

round (equil$y , 3)

#Dependencia de R_0

RO = seq (0.1, 6, length=50)

beta= RO * 0.1

f = rep(NA, 50)

for (i in seq(from=1, to=50, by=1)){

equil=runsteady (y=c(5=0.999, 1=0.001,

R=0), times=c(0,120), func=Modelo.SIR,
parms=c (N=1, beta=beta[i]|, gamma=0.1))
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f[i]=equil$y ["R"]}
plot (RO, f , type="1”", xlab=expression (R[0]) ,lwd=3,
col="blue3d”  ylab="f=1—e(—(R.0)")
curve(l—exp(—x), from=1, to=6, add=TRUE, col="red” /lwd=3,1ty=2)

title (cex.main=1," Aproximacion del Tamano Final de la Epidemia”)

#Funcion

f=function(x, RO){exp(—(ROx(1-x))) — x}

l—uniroot (f, lower = 0, upper = 1—-1E—9,
tol = 1le—9, R0O=6)$root

#Aproximacion numerica y error
exp(—6)—uniroot (f, lower = 0, upper = 1—-1E—-9,
tol = le—9, R0O=6)$root

Modelo SIS

#Paquetes(deSolve/rootSolve)
library (deSolve)
Modelo . SIS=function(t, y, parametros){
S=y [1]
I=y[2]
beta=parametros|[” beta”]

2

gamma=parametros [” gamma” |
N=parametros ["N”|

dS = beta * S * I / N+(gamma) * I
dl = beta *« S « I / N- (gamma) x I
#dR = gamma * I

resultados=c(dS, dI)

list (resultados)}

tiempos = seq (0, 90,by=1)
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#Parametros y valores iniciales

parametros = ¢(N = 1, beta = 0.6, gamma = 0.1)
iniciales = ¢(5=0.999, 1=0.001)
salida = ode(y = iniciales , times = tiempos,
func = Modelo. SIS,
parms = parametros)

salida=as.data.frame(salida)

#Tabla
head (round (salida , 3),90)

#Graficos
par(mar = c¢(5,5,2,5))
plot (x = salida$time , y = salida$S, cex.lab=1.5,

ylab = " Proporcion de individuos”,
xlab = "Tiempo en dias”, type = "17, lwd = 3, col = "blue3d”,
ylim=c (0,1),xlim=c(0,90))
lines (x = salida$time , y = salida$l, lwd = 3, col = "red”)
legend (" right”, legend = ¢(”S”, "17), col = c¢("blue3d3”, "red”),
Ity = 1,bty="n",lwd=2)

title (cex.main=2,"Modelo SIS Ejemplo 17)
segments (x0=—2,x1=90,1ty=2,col="black” ;0.833)
segments (x0=—2,x1=90,1ty=2,col="black” ;0.167)

#Calculo RO

RO = parametros|[” beta”]/(parametros|” gamma”|)
RO<—with (as.list (parametros),{beta/gamma})
print (paste (’R0O=",R0),quote = TRUE)

Anexo II: Enfoque Estocasticos

Modelo SIS
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#paquetes markovchain

library (markovchain)

#Matriz de transicion inicial

P <~ matrix(data = ¢(0.7,0.3,0.6,0.4),
ncol = 2, byrow = TRUE)

#Modelo
DIMC. SIS <— new(” markovchain”, name = "MODELO SIS”,

states = ¢(”S”, "I7), transitionMatrix = P)
DIMC. SIS

#Estado inicial
initialState <— ¢(999,1)

#Caracteristicas del modelo
summary (DIMC. SIS)

#Digrafo con las probabilidades iniciales de transicion
plot (DIMC. SIS)

#Evolucion del sistema en cada paso
sis.df < data.frame(” timestep” = numeric(),
”S” = numeric(), "1” = numeric(),
stringsAsFactors=FALSE)
for (i in O:timesteps) {
newrow <— as.list (c(i,round(as.numeric
(initialState x DIMC.SIS "~ 1),0)))
sis.df[nrow(sis.df) + 1, | < newrow}
sis.df

#Informacion sobre el sistema
is.irreducible (DIMC. SIS)
is.accessible (DIMC.SIR, from = ”S” [to="1")
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period (DIMC. SIS)
absorbingStates (DIMC. SIS)
transientStates (DIMC. SIS)
steadyStates (DIMC. SIS)

#Aleatoriedad
#Generacion de 100 muestras aleatorias con estado incial S
y<—rmarkovchain (100 ,DIMC. SIS, t0="S")

DIMC. SISFit <—markovchainFit (y)

#Digrafo con probabilidades de estado transitorio
plot (DIMC. SISFit$estimate)

#Convergencia
DIMC. SIS "100
plot (DIMC. SIS “100)

samples < rmarkovchain (100, DIMC. SIS)

#Proporcion de cada estado acumulada en cada paso

yS <— cumsum(samples=="S") / seq_along(samples)
yl <— cumsum(samples=="1") / seq_along(samples)
#Graficos

par(mar = c¢(5,5,2,5))

plot (yS, type="1", col="blue3”, ylim=c(—0.1,1.1),
ylab="proporcion de individuos”,xlab="numero de muestras”,
cex.lab=1.5,lwd=3)

lines (yI, col="red”,lwd=3)

legend (70,1.1, legend = ¢(”S”, "1”7), col = c¢(”blued”, "red”),

cex=0.8,1ty = 1,bty="n", lwd=2)
title (" Modelo SIS DIMC” , cex .main=2)
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#Valores estacionarios teoricos

segments (x0=—5,x1=105,1ty=2,col="black”,
steadyStates (DIMC. SIS ) [1])

segments (x0=—5,x1=105,1ty=2,col="black”,
steadyStates (DIMC. SIS ) [2])

#Error en la estimacion

err <— function(n, mc) {if (!iSTRUE(all(n > 0 && n = floor(n))))
stop(”’n’ must only contain positive integer values”)

res <— numeric(length(n))

for (i in 1:length(n)) {

Pn <— (mc'n[i])@transitionMatrix

Pnl <— (mc"(n[i]—1))@transitionMatrix

res[i] < sum(abs(Pn — Pnl))} return(res)}

#Representacion del error

x <— 1:10
y < err(x, DIMC.SIS)
plot (x,y,xlab="numero de muestras”, ylab="error”, type="0",

cex.lab=1.5,col="red” ,lwd=3)
title (” Error Modelo SIS” ,cex.main=2)

Modelo SIR

#Paquetes markovchain

library (markovchain)

#Estado inicial

DIMC. SIR <— new (” markovchain”, states=c(”S”,”1” ”"R”),
transitionMatrix=matrix (data=c(0.4,0.6,0,0,0.9,0.1,0,0,1),
byrow=TRUE, nrow=3), name="SIR")
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initialState <- ¢(999,1,0)
timesteps <— 75

summary (DIMC. SIR )

#Matriz de transicion inicial
show (DIMC. SIR)

#Diagrama de transferencia incial
plot (DIMC. SIR , package="diagram”)

#Evolucion del sistema
sir.df <— data.frame(” timestep” = numeric (),
7S” = numeric (), "I” = numeric(),
"R” = numeric(), stringsAsFactors=FALSE)
for (i in O:timesteps) {
newrow <— as.list (c(i,round(as.numeric
(initialState * DIMC.SIR " i),0)))
sir.df[nrow(sir.df) + 1, | <— newrow}

#Tabla
sir .df

#Graficos
par(mar = c¢(5,5,2,5))

plot (sir.df$timestep ,sir.df$S , xlab="pasos”,

ylab= "numero de individuos”  cex.lab=1.5,

lwd=3,ylim=c(—50,1050),col="blue3d”)

points (sir.df$timestep ,sir.df$I, col="red” lwd=3)

points(sir.df$timestep ,sir.df$SR, col="green3”  1wd=3)

legend (" right”, legend = ¢(”S”, "1”, "R”), col = c¢(”"blue3d”
"red”, "green3d”) ,bty="n" lwd=2)
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title (cex.main=2,"Modelo SIR DIMC”)

#Resumen del estado final del sistema
absorbingStates (DIMC. SIR)

transientStates (DIMC. SIR)

steadyStates (DIMC. SIR)

ab.state <— absorbingStates (DIMC.SIR)

occurs.at <— min(which(sir.df[,ab.state]
= =max(sir.df[,ab.state])))

ab.state

occurs . at
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